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Resumen
En esta Tesis Doctoral se ha formulado un nuevo algoritmo de integracio´n eficiente
para el modelo constitutivo termoviscopla´stico completamente acoplado con dan˜o
iso´tropo desarrollado inicialmente por J. Lemaitre y R. Desmorat (32). El modelo
constitutivo y el algoritmo de integracio´n tienen en cuenta tanto el endurecimiento
iso´tropo como el cinema´tico siendo aplicable a condiciones de carga generales (con-
diciones de carga tridimensionales). Adema´s el modelo constitutivo desarrollado en
esta Tesis Doctoral ampl´ıa el modelo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32)
para incluir condiciones no isotermas aplicadas a las ecuaciones constitutivas de mo-
delos termoviscopla´sticos de tipo J2 siguiendo la aproximacio´n establecida por la
condicio´n de consistencia para modelos de plasticidad dependientes de la velocidad
de deformacio´n.
El nuevo procedimiento de integracio´n nume´rico propuesto conduce a resolver un
sistema de so´lo tres ecuaciones escalares con tres inco´gnitas, si se supone un proble-
ma adiaba´tico, o un sistema de dos ecuaciones con dos inco´gnitas en el caso en el
que el flujo de calor sea relevante y el campo de temperaturas deba ser calculado
mediante el co´digo de elementos finitos utilizado. El algoritmo propuesto requiere la
construccio´n de una matriz Jacobiana de orden 3x3 (o 2x2 dependiendo de la validez
de la suposicio´n de problema adiaba´tico), en lugar de la matriz Jacobiana de orden
28x28 propuesta por J. Lemaitre y R. Desmorat (32).
El algoritmo desarrollado puede ser directamente aplicable a modelos que consideran
simulta´neamente el endurecimiento iso´tropo y el cinema´tico sin necesidad de incluir
el dan˜o. En estos casos el coste computacional del algoritmo propuesto es similar
al de aquellos algoritmos basados en el retorno radial que so´lo consideran el endu-
recimiento iso´tropo. Adicionalmente se formula la expresio´n del operador tangente
consistente con el algoritmo nume´rico propuesto. Este esquema de integracio´n efi-
ciente se ha implementado en un co´digo comercial de elementos finitos y su validez
se ha demostrado con la simulacio´n nume´rica de ensayos de impacto y al mecanizado
a alta velocidad de corte.
Dado que el algoritmo propuesto es tambie´n va´lido para modelos constitutivos del
material que no incluyan el dan˜o pero si los efectos del endurecimiento iso´tropo y
cinema´tico, se ha realizado una comparacio´n de los resultados obtenidos aplicando
distintos modelos de fallo como son fallo por deformacio´n pla´stica equivalente cons-
tante, fallo por ma´xima tensio´n de cortadura, modelo de fallo de Wilkins, modelo
de fallo de Johnson - Cook, modelo de fallo de Cockcroft - Latham, modelo de fallo
de Xue - Wierzbicki y modelo de fallo por Dan˜o propuesto por J. Lemaitre y R.
Desmorat (32).
Abstract
In this Doctoral Thesis has been formulated a new and efficient integration algo-
rithm for the thermoviscoplastic constitutive model fully coupled with isotropic da-
mage developed by J. Lemaitre and R. Desmorat (32). The constitutive model and
the integration algorithm takes into account both isotropic and kinematic hardening
and it is applicable to general load conditions (three dimensional loading states).
Besides the constitutive model developed in this thesis extends the model proposed
by J. Lemaitre y R. Desmorat (32) to include non-isothermal conditions applied to
J2 type thermoviscoplastic constitutive equations following the consistency condition
approach for strain rate dependent plasticity model.
The proposed numerical integration procedure leads to solve a system of only three
coupled scalar equations with three scalar unknowns, assuming an adiabatic beha-
viour, or a system of two coupled equations with two scalar unknowns when the heat
flux is relevant and the temperature field should be computed by a finite element
code. The proposed algorithm requires building a Jacobian matrix of order 3x3 (or
2x2 depending on the validity of adiabatic assumption), instead of the Jacobian ma-
trix of order 28x28 proposed by J. Lemaitre and R. Desmorat (32).
The developed algorithm can be directly applicable to constitutive models consi-
dering simultaneously isotropic and kinematic hardening without having to include
damage. In these cases the computational cost of the proposed algorithm is similar to
those algorithms based on the classical return mapping algorithm accounting for iso-
tropic hardening exclusively. Additionally the expression for the tangent consistent
operator according to the numerical algorithm proposed is formulated. This efficient
numerical integration schema has been implemented in a commercial finite element
code and its validity has been demonstrated with numerical simulation of impact
tests and high speed machining.
Since the proposed algorithm also applies to constitutive models that does not include
the damage but the effects of isotropic and kinematic hardening, has been carried
out a comparison of the results obtained by applying different models of failure as are
failure by constant equivalent plastic strain, maximum shear stress failure, Wilkins
failure model, Johnson - Cook failure model, Cockcroft - Latham failure model, Xue
- Wierzbicki failure model and damage failure model.
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1Introduccio´n y Objetivos
1.1. Motivacio´n
Los procesos que implican grandes deformaciones y rotura du´ctil del material en condiciones
dina´micas son habituales en ingenier´ıa. Entre otros es posible destacar los procesos de fabrica-
cio´n por conformado y corte, impacto sobre blindajes y protecciones personales, el choque de
estructuras de veh´ıculos, etc.. Tambie´n es frecuente que en estos procesos se den condiciones
termomeca´nicas complejas y estados de carga multiaxiales adema´s de elevadas velocidades de
deformacio´n.
Las propiedades meca´nicas de la mayor´ıa de los metales y aleaciones dependen de la velo-
cidad de deformacio´n y de la temperatura. Los procesos que implican grandes deformaciones
originan tambie´n un incremento de la temperatura debido a la disipacio´n del trabajo pla´stico y
en estos casos el problema no puede ser considerado como isotermo. Es habitual que en procesos
a elevadas velocidades de deformacio´n, como el mecanizado a alta velocidad o el impacto de
proyectiles, se observe la aparicio´n de las denominadas bandas adiaba´ticas de cortadura. Se pro-
ducen grandes deformaciones y estas se encuentran muy localizadas como se puede comprobar
en las observaciones experimentales. A elevadas velocidades de deformacio´n las bandas adiaba´ti-
cas de cortadura son desencadenadas por un incremento adiaba´tico y altamente localizado de
la temperatura, el cual incrementa fuertemente el ablandamiento te´rmico de la mayor´ıa de los
metales y aleaciones en un estrecho volumen. En tales circunstancias tambie´n son relevantes los
efectos viscopla´sticos, en particular el efecto del endurecimiento debido a las elevadas velocida-
des de deformacio´n, que tiene un efecto estabilizador.
No menos importantes son los procesos de ingenier´ıa en los que se produce el fallo del ma-
terial, ya sea por estar sometido a cargas c´ıclicas importantes o por sufrir estados de carga que
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provocan deformaciones considerables. Cuando los metales y sus aleaciones se someten a cargas
c´ıclicas por encima de su l´ımite ela´stico, se observa el denominado efecto Bauschinger, que co-
mo expresio´n ma´s simple muestra un comportamiento no sime´trico del material respecto a las
cargas de traccio´n y de compresio´n, demostrando que la respuesta de un material a una accio´n
meca´nica no so´lo depende del estado actual de tensio´n que soporta, sino tambie´n de la historia
de deformaciones pla´sticas que ha sufrido. Este comportamiento no sime´trico se debe a que una
vez sobrepasadas las condiciones de carga ela´stica, en el espacio de las tensiones principales, el
lugar de plastificacio´n se desplaza en la direccio´n de la carga producie´ndose lo que se denomina
como endurecimiento cinema´tico.
El estudio de los procesos y condiciones que conducen al fallo del material tiene un intere´s
creciente en distintas industrias. Este intere´s ha motivado que en los co´digos comerciales de
elementos finitos se hayan implementado diversos criterios de fallo. La aplicacio´n correcta de
dichos modelos requiere un conocimiento elevado de los mecanismos de fallo que corresponde a
un determinado material, as´ı como la calibracio´n experimental de los para´metros del modelo.
En general el fallo del material se produce por un deterioro progresivo, irreversible y acu-
mulativo del material conocido como dan˜o. Desde un punto de vista f´ısico, el dan˜o du´ctil se
produce esencialmente por una de-cohesio´n ato´mica seguida por el apilamiento de dislocaciones
y finalmente el crecimiento y coalescencia de cavidades inducidas por las grandes deformaciones
de agujeros esfe´ricos o el´ıpticos producidos en un medio pla´stico sometido a grandes deforma-
ciones. Desde el punto de vista de la Meca´nica de Dan˜o en Medios Continuos, el dan˜o es una
reduccio´n del a´rea resistente en cualquier plano de un Elemento de Volumen Representativo que
esta´ gobernado por la energ´ıa ela´stica y la deformacio´n pla´stica acumulada.
Un modelo de dan˜o ampliamente aceptado es el propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat
(32). Sin embargo no se ha encontrado su implementacio´n en los co´digos comerciales de elemen-
tos finitos usuales. Esto puede ser debido a la complejidad del algoritmo nume´rico que proponen
J. Lemaitre y R. Desmorat y lo poco eficiente que parece, desde un punto de vista computacio-
nal, al requerir calcular e invertir en cada iteracio´n de cada paso temporal una matriz Jacobiano
de un taman˜o considerable (28x28).
De todo lo anterior podemos concluir que los procesos de ingenier´ıa antes mencionados
presentan una naturaleza no lineal y a la vez muy localizada, en los que intervienen feno´menos
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termomeca´nicos complejos que obligan a emplear te´cnicas de ca´lculo basadas en el me´todo
de los elementos finitos. Por ello, para una comprensio´n adecuada del comportamiento de las
aleaciones meta´licas en un amplio rango de temperaturas y velocidades de deformacio´n as´ı como
en condiciones de carga complejas, es necesario plantear un modelo constitutivo que recoja
adecuadamente el comportamiento del material y que por tanto debera´ considerar:
La historia de deformaciones pla´sticas y en particular el endurecimiento iso´tropo y el
endurecimiento cinema´tico.
Los efectos te´rmicos tales como el ablandamiento te´rmico y la dilatacio´n te´rmica.
Los efectos viscopla´sticos como el efecto del endurecimiento debido a la velocidad de de-
formacio´n.
Los mecanismos o procesos que provocan el deterioro progresivo del material durante su
deformacio´n y conducen al fallo.
Igual de importante que plantear un modelo constitutivo que refleje y modele adecuadamente
el comportamiento del material, es el desarrollo de algoritmos de integracio´n eficientes de dichas
ecuaciones constitutivas que permitan obtener resultados fiables en tiempos razonables.
1.2. Objetivos
El establecimiento de modelos predictivos de fallo tiene numerosas aplicaciones pra´cticas
para la industria. El sector aeroespacial, la industria del automo´vil y la industria de defensa
en general tratan con diferentes materiales y mecanismos de fallo que pueden implicar el fallo
de materiales du´ctiles bajo condiciones de carga cuasi-esta´tica o mono´tona, la fractura fra´gil de
metales sujetos a cargas c´ıclicas y fractura de componentes sometidos a impacto.
Los modos de fallo pueden variar de unos materiales a otros. Durante de´cadas, los investiga-
dores han buscado modelos de fallo que pueda dar resultados va´lidos en todo tipo de condiciones
de carga (tensio´n, compresio´n, cortadura, altas y bajas velocidades de deformacio´n) y teniendo
en cuenta la variacio´n de la temperatura. Este objetivo esta´ lejos de alcanzarse y, hasta el mo-
mento, no se ha desarrollado un modelo que cubra todas las configuraciones de carga posibles,
en su lugar se han desarrollado una multitud de modelos que son va´lidos cuando se aplican a
un determinado estado de carga.
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Uno de los modelos de fallo ma´s completo y prometedor es el modelo de fallo por dan˜o pro-
puesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32). El procedimiento de integracio´n de este modelo tal y
como lo plantean sus autores conlleva una gran complejidad adema´s de ser computacionalmente
poco eficiente en comparacio´n con otros modelos de fallo. Esto se debe a que tratan de resolver
de manera similar los cuatro modelos de dan˜o que proponen (dan˜o iso´tropo y aniso´tropo con y
sin Efecto de Cierre de Microdefectos (“Micro-defects Closure Effect”)).
En esta Tesis Doctoral se ha tratado de resolver esta desventaja desarrollando un nuevo
algoritmo de integracio´n para el modelo de dan˜o iso´tropo. Este nuevo algoritmo es mucho ma´s
sencillo y eficiente, desde el punto de vista computacional, que el propuesto por J. Lemaitre
y R. Desmorat lo que permite analizar la aplicabilidad y la validez de este modelo de fallo a
diversos problemas. En concreto en esta Tesis se ha aplicado al estudio del impacto a alta velo-
cidad y al mecanizado a alta velocidad de corte. Tambie´n se ha comparado con otros modelos
de fallo propuestos por otros autores, algunos de ellos ya implementados en co´digos comerciales
de elementos finitos. Para ello se ha utilizado el co´digo de elementos finitos ABAQUS y se ha
implementado la subrutina VUMAT con el objeto de ajustar y validar diferentes criterios de
fallo, adema´s del de dan˜o iso´tropo, ajustando los resultados de las simulaciones de ensayos de
impacto a los resultados experimentales desarrollados en esta Tesis Doctoral.
A la vista de la revisio´n realizada del estado del arte, se han formulado una serie de objetivos
que pretenden cubrir distintas carencias detectadas en cuanto a la implementacio´n de modelos
de dan˜o y fallo para simulacio´n nume´rica de procesos dina´micos. La presente Tesis Doctoral se
centrara´ en los siguientes objetivos:
Formular e implementar dentro de un co´digo de elementos finitos comercial un algoritmo
de integracio´n nume´rica, eficiente desde el punto de vista computacional, del modelo de
dan˜o iso´tropo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32).
Extender el modelo de dan˜o iso´tropo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) para
condiciones no isotermas
Implementar dentro de un co´digo de elementos finitos distintos modelos de fallo, incluido el
dan˜o iso´tropo, que permita la evaluacio´n, validacio´n y comparacio´n de los mismos aplicados
a problemas de impacto a alta velocidad y al mecanizado a alta velocidad de corte.
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Ajustar los para´metros que caracterizan cada modelo de fallo para, en la medida de lo
posible, hacer coincidir los resultados de las simulaciones con los resultados experimentales
obtenidos en ensayos de impacto a alta velocidad
Analizar y comparar los resultados obtenidos por cada uno de los modelos de fallo imple-
mentados
1.3. Aportaciones originales de la Tesis
Las aportaciones de esta Tesis Doctoral se pueden resumir en los siguientes puntos:
Se ha simplificado notablemente el algoritmo impl´ıcito de integracio´n para un modelo
constitutivo termoviscopla´stico completamente acoplado con el modelo de dan˜o iso´tropo
propuesto por Lemaitre y Desmorat. El algoritmo propuesto requiere la construccio´n de
una matriz Jacobiana de pequen˜o taman˜o (3x3) en lugar de la matriz Jacobiana propuesta
por Lemaitre y Desmorat (28x28)
El algoritmo de integracio´n desarrollado incorpora al modelo propuesto por Lemaitre y
Desmorat los efectos te´rmicos que no son desarrollados expl´ıcitamente por estos autores.
En particular se incluye la dilatacio´n te´rmica y el ablandamiento te´rmico.
El algoritmo de integracio´n desarrollado es de uso general siendo por tanto va´lido para
estados de carga tridimensionales y aplicable a modelos constitutivos viscopla´sticos inclu-
yendo el endurecimiento iso´tropo y cinema´tico, as´ı como los efectos de la velocidad de
deformacio´n y dan˜o iso´tropo.
El algoritmo desarrollado puede ser directamente aplicable a modelos constitutivos que
consideren simulta´neamente el endurecimiento iso´tropo y el cinema´tico sin necesidad de
incluir dan˜o, siendo el coste computacional similar al del algoritmo cla´sico de retorno radial
que considera el endurecimiento iso´tropo exclusivamente.
El esquema de integracio´n nume´rica propuesto en esta Tesis Doctoral se ha aplicado con
e´xito a la simulacio´n de ensayos en condiciones dina´micas. Para ello se ha empleado la su-
brutina de usuario VUMAT disponibles en el co´digo comercial de elementos finitos ABA-
QUS/explicit, demostrando su eficacia y robustez.
Se ha formulado una expresio´n para el operador tangente consistente con el algoritmo de
integracio´n.
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Como resumen se ha conseguido desarrollar un algoritmo nume´rico de integracio´n de propo´si-
to general y eficiente, va´lido para estados de carga tridimensionales y aplicable a modelos cons-
titutivos termoviscoplasticos incluyendo la dilatacio´n te´rmica, el ablandamiento te´rmico, el en-
durecimiento iso´tropo y cinema´tico, as´ı como los efectos de la velocidad de deformacio´n y el
dan˜o iso´tropo . El algoritmo resultante es impl´ıcito en todas las variables y totalmente acoplado
con el dan˜o iso´tropo.
1.4. Contenido de la Tesis
Esta Tesis Doctoral, adema´s de esta introduccio´n se compone del Cap´ıtulo 2: Antecedentes;
en el que se resumira´n brevemente los trabajos ma´s relevantes en l´ınea con los objetivos de esta
Tesis Doctoral y con el modelo constitutivo planteado por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) que se
ha tomado como referencia con el objeto de ampliarlo y mejorarlo. Tambie´n se describen breve-
mente algunos de los criterios de fallo ma´s destacables que posteriormente se implementara´n en
la subrutina VUMAT con el fin de comparar las prestaciones de cada uno de ellos. El Cap´ıtulo
3: Modelo Constitutivo; se centra en la formulacio´n de las ecuaciones constitutivas, tomadas
como referencia en esta Tesis Doctoral, que rigen el comportamiento meca´nico de las aleaciones
meta´licas, teniendo en cuenta los feno´menos reversibles (deformacio´n ela´stica y la expansio´n
te´rmica) y feno´menos irreversibles (endurecimientos iso´tropo y cinema´tico y dan˜o). Se descri-
ben las leyes de evolucio´n de la deformacio´n pla´stica, endurecimiento iso´tropo, endurecimiento
cinema´tico y dan˜o, as´ı como de la temperatura todas ellas totalmente acopladas a la disipacio´n
de energ´ıa debido al trabajo pla´stico y el dan˜o del material. Este modelo constitutivo se basa en
el propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) en el que se ha incluido los efectos asociados
a la dilatacio´n y el ablandamiento te´rmicos as´ı como el endurecimiento asociado a la velocidad
de deformacio´n. El Cap´ıtulo 4: Resolucio´n Nume´rica; se centra en el desarrollo de un algoritmo
nume´rico eficiente, basado en la integracio´n de las leyes de la evolucio´n totalmente acopladas
establecidas en el Cap´ıtulo 3. Este algoritmo nume´rico eficiente reduce el conjunto de inco´gnitas
tensoriales y escalares consideradas en las ecuaciones constitutivas a un sistema de ecuaciones
no lineales compuesta de tres ecuaciones escalares y tres inco´gnitas escalares. Aunque todo el
desarrollo del algoritmo nume´rico es independiente del modelo termoviscoplastico, se aplica al
modelo de Johnson-Cook, que se utilizara´ en la aplicacio´n y posterior validacio´n del algoritmo
nume´rico. El Cap´ıtulo 5: Ensayos de impacto sobre Ti 6Al-4V; presenta una breve descripcio´n de
las propiedades de la aleacio´n analizada en los ensayos de impacto de alta velocidad y se mues-
tran los resultados experimentales obtenidos. El Cap´ıtulo 6: Calibracio´n y Validacio´n; describe el
procedimiento seguido para obtener los para´metros correspondientes a cada uno de los criterios
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de fallo que se describieron en el apartado 2.4 y muestra los resultados obtenidos por cada uno
de ellos en comparacio´n con los resultados experimentales. El Cap´ıtulo 7: Aplicacio´n al Corte
Ortogonal se analiza la validez de los modelos implementados para la simulacio´n de procesos de
corte. Para ello se han llevado a cabo ensayos de corte ortogonal sobre la aleacio´n Ti6Al4V y se
ha desarrollado un modelo nume´rico basado en EF de corte ortogonal. Por u´ltimo el Cap´ıtulo 8:
Conclusiones y Trabajos Futuros presenta las conclusiones y aportaciones originales de esta Tesis
Doctoral y plantea los trabajos futuros que se pretenden abordar. Adicionalmente el Ape´ndice
A Operadores Tensoriales presenta la definicio´n de diversos operadores tensoriales utilizados a
lo largo de esta Tesis Doctoral. El Ape´ndice B Variables Intermedias detalla las expresiones
de diversas variables intermedias y sus derivadas que ayudan a simplificar las expresiones del
algoritmo desarrollado. El Ape´ndice C Matriz Jacobiana detalla las expresiones de los te´rminos
de la matriz Jacobiana necesarios en el procedimiento de resolucio´n explicado en el Cap´ıtulo 4
junto con algunas de sus derivadas parciales necesarias en el procedimiento de resolucio´n del
algoritmo. El Ape´ndice D Detalle de la deduccio´n de expresiones detalla como se han deducido
algunas expresiones utilizadas en esta Tesis Doctoral y que han permitido simplificar y optimizar
el algoritmo de resolucio´n. Por u´ltimo, el Ape´ndice E Superficie de Plastificacio´n tipo J2 muestra
como el endurecimiento cinema´tico afecta a la superficie de plastificacio´n y sirve para justificar
como se deben modificar algunos de los criterios de fallo descritos en el apartado 2.4 Criterios
de Fallo para considerar el endurecimiento cinema´tico.
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2Antecedentes
2.1. Introduccio´n
La mayor´ıa de las aleaciones meta´licas muestran un comportamiento no lineal a medida que
experimentan deformacio´n pla´stica y cambios de temperatura. Este comportamiento no lineal
esta´ asociado al acoplamiento de los endurecimientos iso´tropo y cinema´tico con el cambio de
temperatura y el deterioro o degradacio´n progresiva del material, los cuales dependen habitual-
mente de la deformacio´n pla´stica acumulada y de la velocidad de deformacio´n pla´stica entre
otros.
El ana´lisis del comportamiento del material bajo una amplia gama de condiciones de carga,
incluyendo estados de carga tridimensionales, requiere desarrollar un algoritmo nume´rico eficien-
te y optimizado para integrar las ecuaciones del modelo constitutivo del material, incluyendo la
degradacio´n progresiva del material, los efectos te´rmicos y el endurecimiento, tanto iso´tropo co-
mo cinema´tico. Varios autores han propuesto algoritmos de integracio´n incluyendo parcialmente
los feno´menos descritos anteriormente.
En este sentido hay que destacar que el modelo constitutivo planteado por J. Lemaitre y
R. Desmorat tiene en consideracio´n, ademas del dan˜o, un modelo de endurecimiento iso´tropo
y tambie´n el endurecimiento cinema´tico. Para el dan˜o plantean cuatro modelos diferentes que
presentan una complejidad creciente. El modelo de dan˜o ma´s simple es el de dan˜o iso´tropo.
Este modelo considera el dan˜o como una variable escalar que representa un disminucio´n de la
superficie resistente.
El siguiente modelo de dan˜o en complejidad es el dan˜o iso´tropo considerando el denominado
“Efecto de Cierre de Microdefectos” (“Microdefects Closure Effect”). Este efecto tiene en cuenta
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que para la mayor´ıa de los materiales, en determinadas condiciones de carga, los microdefectos
se pueden cerrar durante la compresio´n. Este posible cierre parcial de las microfisuras aumenta
el a´rea resistente capaz de soportar la carga en compresio´n y por tanto la rigidez puede ser
recuperada parcial o totalmente.
El tercer modelo de dan˜o en complejidad es el dan˜o aniso´tropo en el cual el dan˜o esta´ modela-
do por un tensor de segundo orden de manera que el a´rea resistente del material es dependiente
de la orientacio´n en la que se ejerza la carga pero sin distinguir si la carga es de traccio´n o
compresio´n. El u´ltimo modelo de dan˜o propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat es el dan˜o
aniso´tropo considerando el “Efecto de Cierre de Microdefectos”.
El algoritmo nume´rico de integracio´n propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) esta´ orien-
tado a resolver de una manera general los cuatro modelos de dan˜o sin aprovechar las ventajas
nume´ricas y computacionales que se pueden obtener si se considera el modelo mas simple de dan˜o
iso´tropo tal y como se propone y desarrolla en esta Tesis Doctoral. En este sentido, el algoritmo
nume´rico de integracio´n que describen J. Lemaitre y R. Desmorat propone construir una matriz
Jacobiana de 28x28 que debe ser invertida cada iteracio´n del esquema Newton-Raphson y para
cada incremento de tiempo del esquema totalmente impl´ıcito de Euler. Como se mostrara´ en esta
Tesis Doctoral, para el modelo de dan˜o iso´tropo, el mismo problema puede reducirse a construir
una matriz Jacobiana de 2x2 si la temperatura es una entrada externa, o a construir una matriz
de 3x3 si la suposicio´n de problema adiaba´tico es valida y la temperatura es una inco´gnita ma´s
del problema.
En las secciones siguientes se hara´ un breve repaso de los trabajos ma´s relevantes en l´ınea
con los objetivos de esta Tesis Doctoral y con el modelo constitutivo planteado por J. Lemaitre
y R. Desmorat (32) que hemos tomado como referencia con el objeto de ampliarlo y mejorarlo.
2.2. Endurecimiento iso´tropo y cinema´tico
El endurecimiento de la mayor´ıa de las aleaciones meta´licas parece ser una combinacio´n del
endurecimiento iso´tropo y cinema´tico que modelan de manera apropiada el cambio del volumen,
en el espacio de las tensiones principales, de la superficie de plastificacio´n. Para el endurecimiento
iso´tropo los investigadores han desarrollado diversos modelos, algunos de ellos solo consideran la
deformacio´n pla´stica acumulada, otros adema´s incluyen la temperatura y los efectos viscopla´sti-
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cos, etc..
El endurecimiento iso´tropo σI esta´ relacionado con la densidad de las dislocaciones y re-
presenta el crecimiento del taman˜o de la superficie de plastificacio´n. El modelo esta´ndar de J.
Lemaitre y R. Desmorat (32) supone un modelo de endurecimiento iso´tropo exponencial con la
forma:
R(p, T, ...) = σI(p) = σI∞(1− e(bp)) (2.1)
donde σI∞ y b son para´metros del material y p es la deformacio´n pla´stica acumulada.
El endurecimiento cinema´tico esta´ relacionado con la acumulacio´n de las dislocaciones. A
medida que el material experimenta una deformacio´n pla´stica las dislocaciones se acumulan en
las barreras de su red cristalina (precipitados, l´ımites de grano) lo que da lugar a apilamientos
e interacciones de las dislocacio´n. El modelo de endurecimiento cinema´tico propuesto por J.
Lemaitre y R. Desmorat (32) sigue la forma no isoterma de la ley propuesta por Armstrong-
Frederick.
d
dt
( σ¯b
Cκ1(T )
)
=
[
˙¯ǫp − 2p˙Cκ2σ¯b
]
(2.2)
donde σ¯b es el tensor de tensio´n asociado al endurecimiento cinema´tico, Cκ1(T ) y Cκ2 son
respectivamente el coeficiente no lineal y lineal del endurecimiento cinema´tico y ǫ¯p es la com-
ponente pla´stica del tensor de deformacio´n. La inclusio´n del endurecimiento cinema´tico permite
modelar de una manera fa´cil y precisa la respuesta de un material a condiciones de carga c´ıclicas.
Los para´metros que caracterizan el endurecimiento cinema´tico e iso´tropo, en general, son
dependientes de la temperatura, sin embargo el algoritmo de integracio´n de las ecuaciones del
modelo constitutivo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) no incluye la temperatura
obviando por tanto tal dependencia as´ı como el efecto de la dilatacio´n te´rmica y el ablandamiento
te´rmico. Por otra parte tampoco considera el efecto de la velocidad de deformacio´n en el modelo
constitutivo.
2.2.1. Viscoplasticidad
La viscoplasticidad, como una rama de la meca´nica de so´lidos, analiza el efecto de la ve-
locidad de deformacio´n sobre las propiedades meca´nicas del material. Cuando la velocidad de
deformacio´n pla´stica se incluye en el endurecimiento iso´tropo, se pueden seguir dos modelos
principales de viscoplasticidad: el denominado “modelo de consistencia” (“consistency model”)
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y el denominado “modelo de sobretensio´n” (“overstress model”).
El denominado “modelo de consistencia” fue inicialmente propuesto por W. M. Wang (53)
y W. M. Wang et al. (54) y usado por otros (M. Ristinmaa y N. S. Ottosen (46); A. Winnicki et
al. (57); O. M. Heeres (19)). Esta aproximacio´n de la viscoplasticidad puede ser modelada por
la incorporacio´n de la dependencia temporal en la funcio´n de plastificacio´n, la cual junto con la
condicio´n de consistencia, cumple la cla´sica regla de Kuhn-Tucker. El “modelo de consistencia”
considera que la superficie de plastificacio´n es capaz de expandirse o contraerse dependiendo no
so´lo de la deformacio´n sino tambie´n dependiendo de la velocidad de deformacio´n y la tempera-
tura. La condicio´n de consistencia de la funcio´n de plastificacio´n f obliga a incluir los efectos de
la velocidad de deformacio´n como por ejemplo en la siguiente expresio´n:
f(s¯v, ˙¯sv) = 0 si λ˙ > 0 (2.3)
donde s¯v es un vector que incluye todas las variables de estado y λ es el denominado multi-
plicador pla´stico.
La segunda aproximacio´n para describir los efectos de la viscoplasticidad es el denominado
“modelo de sobretensio´n” que fue originalmente propuesto por P. Perzyna (42). En este caso
la condicio´n de consistencia no se cumple y el estado de tensiones puede encontrarse fuera de
la superficie de plastificacio´n y por lo tanto la condicio´n de Kuhn-Tucker no es aplicable. Esta
aproximacio´n es ampliamente usada en la formulacio´n de la viscoplasticidad y cuya principal
caracter´ıstica reside en que la funcio´n de plastificacio´n puede tomar valores mayores que cero
cuyo efecto es conocido como sobretensio´n (overstress).
R. Zaera y J. Ferna´ndez-Sa´ez (58) desarrollaron un algoritmo de integracio´n de las ecuacio-
nes constitutivas de un modelo termoviscopla´stico de plasticidad J2 suponiendo unas condiciones
adiaba´ticas y deformaciones finitas, extendiendo el “modelo de consistencia viscopla´stico” pro-
puesto por W. M. Wang et al. (54). En ese trabajo la funcio´n de plastificacio´n incluye no solo
la velocidad de deformacio´n sino tambie´n el efecto de la temperatura sobre la funcio´n de plas-
tificacio´n. Usando un Euler impl´ıcito como esquema para integrar las ecuaciones constitutivas,
los autores describen el algoritmo que conduce a unas expresiones generalizadas del cla´sico algo-
ritmo de retorno radial para la plasticidad J2 tanto para el ca´lculo iterativo del incremento del
multiplicador pla´stico como para el operador tangente consistente para aquellos casos en los que
la velocidad de deformacio´n como la temperatura son tambie´n consideradas variables de estado
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de las ecuaciones de endurecimiento. A diferencia del trabajo desarrollado en esta Tesis Doctoral,
el trabajo desarrollado por Zaera y Ferna´ndez-Sa´ez no incluye el endurecimiento cinema´tico ni
el deterioro del material (dan˜o) a medida que se incrementa la deformacio´n pla´stica.
2.3. Deterioro del material.
Como se ha explicado en la Introduccio´n de esta Tesis Doctoral, muchos procesos de inge-
nier´ıa con frecuencia requieren el estudio y modelado del fallo o rotura macrosco´pica. En las
aleaciones meta´licas du´ctiles este fallo o rotura macrosco´pica es debido a un deterioro progresivo
y acumulativo del material conocido como dan˜o. Desde un punto de vista f´ısico, el dan˜o du´ctil se
produce esencialmente por una de-cohesio´n ato´mica seguida por el apilamiento de dislocaciones
y finalmente el crecimiento y coalescencia de cavidades inducidas por las grandes deformaciones
de agujeros esfe´ricos o el´ıpticos producidos en un medio pla´stico sometido a grandes deforma-
ciones. Desde el punto de vista de la Meca´nica de Dan˜o en Medios Continuos, el dan˜o es una
reduccio´n del a´rea resistente en cualquier plano de un Elemento de Volumen Representativo que
esta´ gobernado por la energ´ıa ela´stica y la deformacio´n pla´stica acumulada.
Hay dos aproximaciones ampliamente usadas en la formulacio´n del fallo du´ctil. La primera se
basa en modelos constitutivos micromeca´nicos y se deduce de ana´lisis micromeca´nicos rigurosos
como el modelo propuesto por A. L. Gurson (17) y mejorado posteriormente por V. Tvergaard
y A. Needleman (50). Estos modelos permiten describir como las cavidades pueden nuclear en
las vecindades de defectos, como crecen al experimentar deformacio´n pla´stica y finalmente cau-
san un mesocrack por coalescencia de las cavidades. Este modelo se suele conocer como modelo
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN).
La segunda aproximacio´n se basa en modelos constitutivos fenomenolo´gicos. Estos modelos
se encuadran dentro de la teor´ıa de la Meca´nica del Dan˜o Continuo (CDM por sus siglas en
ingle´s Continuum Damage Mechanics). Esta teor´ıa incorpora los efectos de la aparicio´n, creci-
miento y coalescencia de los microvac´ıos en las ecuaciones constitutivas del material permitiendo
el estudio simulta´neo de la evolucio´n de la deformacio´n, la tensio´n y el dan˜o. As´ı, la meca´nica
del dan˜o estudia, a trave´s de variables meca´nicas, los mecanismos involucrados en el deterioro
de los materiales sometidos a cargas.
El desarrollo de la CDM comenzo´ con los trabajos de Kachanov y Rabotnov en 1958 en
que se definio´ una variable escalar para modelizar el dan˜o (iso´tropo) del material, si bien no
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fue hasta 1972 en el que J. Hult introdujo la denominacio´n de Continuum Damage Mechanics.
Posteriormente se paso a establecer un modelo aniso´tropo del dan˜o a trave´s de una variable ten-
sorial encuadrando estos desarrollos teo´ricos dentro de un marco termodina´mico de los procesos
irreversibles. En este sentido destaca el trabajo de Jean Lemaitre y Rodrigue Desmorat (32).
Conforme a la formulacio´n fenomenolo´gica, el dan˜o puede ser representado por un magnitud
escalar (dan˜o iso´tropo D) o por una magnitud tensorial (dan˜o aniso´tropo D¯) que representan
la reduccio´n del a´rea resistente debido a la presencia de micro defectos. Para tener en cuenta la
diferente respuesta de un material dan˜ado al ser sometido a un estado de tensiones de compre-
sio´n y traccio´n, J. Lemaitre y R. Desmorat (32) propusieron una formulacio´n que inclu´ıa el que
denominaron “Efecto de Cierre de Microdefectos” (“Microdefects Closure Effect”).
La formulacio´n propuesta por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) introduce el principio de
deformacio´n equivalente. Este principio establece que las ecuaciones constitutivas de un
material dan˜ado se deducen siguiendo la misma formulacio´n que la del material sin dan˜o, excepto
que la tensio´n se sustituye por la tensio´n efectiva σ˜. La relacio´n entre la tensio´n efectiva σ˜ y la
tensio´n de Cauchy σ¯ en el caso ma´s simple de dan˜os iso´tropo es:
σ˜ =
1
1−Dσ¯ (2.4)
Siguiendo la aproximacio´n micromeca´nica se podr´ıa destacar el trabajo de G. Vadillo et al.
(51). Este trabajo propone un procedimiento consistente de integracio´n para la versio´n termo-
viscopla´stica del modelo completo de Gurson. Estos autores desarrollan un algoritmo nume´rico
impl´ıcito en todas las variables as´ı como el correspondiente operador tangente suponiendo con-
diciones adiaba´ticas y usando un esquema de integracio´n basado en Euler impl´ıcito. Este trabajo
considera los efectos te´rmicos, el deterioro del material y los efectos de la velocidad de deforma-
cio´n pero el endurecimiento cinema´tico no es incluido en las ecuaciones constitutivas del modelo.
Siguiendo la aproximacio´n “fenomenolo´gica” diversos autores han desarrollado algoritmos
nume´ricos de integracio´n. F. H. Aboutalebi et al.(2) han desarrollado un algoritmo expl´ıcito
para la integracio´n nume´rica de las ecuaciones de evolucio´n totalmente acopladas de un mode-
lo elasto-pla´stico con dan˜o. El modelo propuesto incluye el dan˜o iso´tropo y el endurecimiento
iso´tropo pero no tienen en cuenta los efectos te´rmicos ni el endurecimiento cinema´tico ni el
endurecimiento debido a la velocidad de deformacio´n. El algoritmo esta´ basado en el conocido
me´todo del predictor ela´stico/corrector pla´stico y se centra en la elastoplasticidad de tensio´n
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plana, reduciendo el problema a la resolucio´n de una u´nica ecuacio´n no lineal formulada en la
inco´gnita ∆λ (el incremento del multiplicador pla´stico).
En un trabajo ma´s reciente A. R. Khoei y M. Eghbalian (29) desarrollan un algoritmo de
integracio´n de las ecuaciones constitutivas de un modelo elastoviscopla´stico con dan˜o y depen-
diente de la velocidad de deformacio´n considerando las ecuaciones del endurecimiento cinema´tico
lineales y no lineales. El algoritmo de integracio´n de ese trabajo utiliza el algoritmo de retorno
radial en un esquema impl´ıcito desacoplado de dan˜o y plasticidad. En una primera etapa, el
algoritmo mantiene el dan˜o constante y resuelve las ecuaciones constitutivas restantes. En el
segundo paso, el dan˜o se actualiza teniendo en cuenta las ecuaciones de evolucio´n del dan˜o y
las variables de estado calculadas en el primer paso. Los efectos te´rmicos, la dilatacio´n te´rmica
y ablandamiento te´rmico, no se incluyen en las ecuaciones constitutivas. Adema´s el modelo de
viscoplasticidad sigue la aproximacio´n basada en el modelo de sobretensio´n para el modelo de
plasticidad dependiente de la velocidad de deformacio´n en lugar de la aproximacio´n basada en
el modelo de consistencia que seguimos en esta Tesis Doctoral.
En esta Tesis Doctoral se ha desarrollado un algoritmo nume´rico de integracio´n de un modelo
termoviscopla´stico considerando una superficie de plastificacio´n gene´rica tipo J2 que incluye el
endurecimiento iso´tropo en combinacio´n con el endurecimiento cinema´tico y ambos acoplados
con el dan˜o del material. No obstante, para una simulacio´n precisa de los procesos meca´nicos que
involucran un amplio rango de condiciones de carga y temperatura, es recomendable el uso de
expresiones de la funcio´n de plastificacio´n que incorporen de manera adecuada la influencia de la
temperatura, la deformacio´n pla´stica y la velocidad de deformacio´n pla´stica. Por expresiones de
tipo J2 nos referimos a todas aquellas expresiones de la superficie de plastificacio´n de la forma
establecida en 2.5.
f = (σ˜ − σ¯b)eq −R(p, p˙, T, ...) = 0 (2.5)
Como se mostrara´ ma´s adelante, a partir de la comparacio´n de los resultados experimentales
de ensayos de impacto y mecanizado a alta velocidad de corte con los obtenidos por las simu-
laciones nume´ricas, el modelo de dan˜o iso´tropo se considera va´lido para reproducir el deterioro
del material a medida que se somete a deformacio´n pla´stica, ayudando a simular y analizar el
fallo del material. No obstante existen diversos criterios de fallo ma´s simples que el modelo de
dan˜o, descritos en el apartado 2.4 Criterios de Fallo, que se van a analizar y comparar con el
mismo.
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2.4. Criterios de Fallo
Habitualmente, el fallo de un material aparece como resultado de un proceso f´ısico complejo
que ocurre a escala micromeca´nica. A escala macrosco´pica las u´nicas variables que controlan
el fallo son los valores actuales de los tensores de deformacio´n y tensio´n as´ı como su historia.
Todas estas variables son accesibles en los co´digos comerciales de elementos finitos a trave´s de
las subrutinas de usuario que ofrecen.
Para la introduccio´n de los criterios de fallo en los co´digos de elementos finitos se pueden se-
guir diversas aproximaciones dependiendo del nivel de acoplamiento entre las variables te´rmicas
y meca´nicas y las variables que determinan el deterioro del material que establece cada criterio
de fallo. La aproximacio´n ma´s simple, denominado me´todo desacoplado, es aquella en la que la
variable que mide el deterioro del material no esta´ acoplada con las variables te´rmicas y meca´ni-
cas de manera que es posible calcular el estado de temperaturas, tensiones y deformaciones de
cada elemento sin tener en cuenta su estado de deterioro y posteriormente evaluar las variables
que miden el estado de degradacio´n del material y determinar si se cumple o no el criterio de fallo.
Cuando existe relacio´n entre las ecuaciones constitutivas del material, que determinan los
campos de temperaturas, tensiones y deformaciones, con las ecuaciones que determinan la evo-
lucio´n del deterioro del material denominamos al criterio de fallo como acoplado. Para su resolu-
cio´n dentro de un co´digo de elementos finitos se pueden seguir dos aproximaciones. La primera,
denominada semiacoplada, consiste en calcular, en cada instante de tiempo, el estado de tem-
peraturas, tensiones y deformaciones de cada elemento manteniendo los valores calculados en el
instante de tiempo anterior de las variables que determinan el deterioro del material. Una vez
calculado el nuevo estado de temperaturas, tensiones y deformaciones se calculan las variables
que determinan el deterioro del material teniendo en cuenta los nuevos valores de las variables
meca´nicas y te´rmicas. La segunda aproximacio´n, denominada totalmente acoplada, consiste en
resolver simulta´neamente las ecuaciones constitutivas que determinan los campos de tensiones,
temperaturas y deformaciones y las ecuaciones que determinan la evolucio´n del deterioro del
material.
2.4.1. Fallo macrosco´pico
Desde hace unos an˜os la industria del automo´vil y la aerona´utica esta´n mostrando un in-
tere´s creciente en la comprensio´n de los feno´menos de fallo du´ctil en metales y aleaciones. Por
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lo general, el fallo del material es el resultado de un proceso f´ısico complejo que se produce
a escala micro-meca´nica. A una escala macrosco´pica las variables que controlan el fallo esta´n
determinados por los valores actuales y pasados del tensor de tensiones y tensor de deformacio´n.
Los mecanismos de fallo en los metales tienen su origen a nivel microsco´pico en la nuclea-
cio´n, crecimiento y coalescencia de microvac´ıos. Los metales esta´n constituidos por una matriz
formada por una microestructura policristalina en la que los cristales individuales esta´n unidos
unos a otros a trave´s de sus bordes. Los granos, desde el punto de vista meca´nico tienen pro-
piedades aniso´tropas. Esta anisotrop´ıa tambie´n es observable en la microestructura debido a los
microdefectos inducidos por el proceso de fabricacio´n o la inclusio´n de diferentes materiales. La
presencia de estos defectos e inclusiones genera dislocaciones en la red cristalina. Al aplicar una
tension de cortadura sobre la estructura cristalina, las dislocaciones se desplazan y el trabajo
realizado durante ese desplazamiento se disipa mayoritariamente en forma de calor.
El movimiento de las dislocaciones se ve obstaculizado por los l´ımites de los granos cristali-
nos, detenie´ndose y empezando a acumularse en dichos l´ımites. Esa acumulacio´n de dislocaciones
es observada como un endurecimiento por deformacio´n con regiones en las que se produce una
alta concentracio´n de tensiones. La acumulacio´n de dislocaciones no so´lo causa concentracio´n de
tensiones, es adema´s el origen de la formacio´n de microvac´ıos. La coalescencia de las dislocacio-
nes conduce a la formacio´n y el crecimiento de los microvac´ıos los cuales producen un deterioro
de las propiedades meca´nicas del material conocido habitualmente como dan˜o. La deformacio´n
pla´stica y la tension hidrosta´tica son las responsables del crecimiento de los microvac´ıos. Desde
el punto de vista de la Meca´nica de Dan˜o en Medios Continuos, el dan˜o es una reduccio´n del a´rea
resistente en cualquier plano de un Elemento de Volumen Representativo que esta´ gobernado
por la energ´ıa ela´stica y la deformacio´n pla´stica acumulada.
La caracterizacio´n del fallo du´ctil de los materiales proporciona una informacio´n muy valiosa
que permite modelar apropiadamente un material y analizar sus condiciones de fallo. Por ello
en las u´ltimas de´cadas se han gestado varios modelos de fallo, basados en la nucleacio´n, creci-
miento y coalescencia de huecos. Entre los modelos de fallo usados hoy en d´ıa, destaca por su
simplicidad el modelo basado en la deformacio´n pla´stica equivalente que establece que el fallo de
un material se produce cuando la deformacio´n pla´stica equivalente (p(t) =
∫ t
0
√
2
3
ǫ˙p : ǫ˙pdt) del
mismo alcanza un valor l´ımite. Este valor l´ımite es independiente de su evolucio´n previa y del
estado tensional. Este modelo es fa´cil de calibrar al estar determinado por un u´nico para´metro,
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pero en general no es capaz de predecir correctamente el fallo en los casos en los que el campo
de tensiones y su evolucio´n no se asemeja al usado para su calibracio´n.
Muchos investigadores han planteado que el estado de tensio´n y su evolucio´n previa pueden
causar cambios significativos en la deformacio´n pla´stica equivalente de fallo de un material so-
metido a condiciones de carga complejas. Rice y Tracey (28) demostraron que el crecimiento de
un microvacio es muy dependiente de la triaxialidad η =
σH
σeq
y la deformacio´n pla´stica. Esto lo
han verificado experimentalmente Borvik (8), (22) y (9), Bao (6) y Wierzbicki (7) entre otros.
Por lo tanto, segu´n estos investigadores, un modelo generalizable a cualquier estado de tensiones
y sus historias deber´ıa incorporar la dependencia con la triaxilidad que ha demostrado ser uno
de los factores ma´s importantes en la evolucio´n inela´stica de un material du´ctil.
Histo´ricamente muchos modelos han considerado que el dan˜o del material es un proceso
independiente que no afecta al comportamiento pla´stico del material. Es decir, las propieda-
des pla´sticas del material no cambian a medida que se acumula el dan˜o en el material. En estos
modelos se emplea un ı´ndice de dan˜o desacoplado del modelo pla´stico que tiene en cuenta la acu-
mulacio´n del dan˜o del material y que provocara´ el fallo meca´nico del material de forma repentina
sin una degradacio´n previa al llegar el dan˜o a un valor cr´ıtico. La ventaja de estos modelos es
que la evolucio´n del dan˜o y la evolucio´n de la plasticidad esta´n desacoplados en el procedimien-
to de integracio´n del campo de temperaturas, tensiones y deformaciones. La desventaja es que
estos modelos de fallo no son capaces de reproducir la degradacio´n de las propiedades meca´nicas
del material a medida que se acumula el dan˜o proporcionando por tanto un modelo demasiado
simplificado de la respuesta del material antes del fallo del mismo. Por lo tanto estos modelos
usualmente no son capaces de predecir correctamente el modo de fallo debido a que no tienen
en cuenta el debilitamiento progresivo que induce el dan˜o en las u´ltimas etapas de la deformacio´n.
No obstante estos criterios de fallo, debido a su facilidad de implementacio´n en los co´digos
de elementos finitos y a su eficiencia computacional, son ampliamente utilizados en ingenier´ıa
proporcionando resultados cualitativos valiosos. Entre estos criterios de fallo destacan los si-
guientes:
fallo por deformacio´n pla´stica equivalente constante,
fallo por ma´xima tensio´n de cortadura,
modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh,
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modelo de fallo de Wilkins,
modelo de fallo de Johnson - Cook y
modelo de fallo de Xue - Wierzbicki
Todos estos criterios de fallo se pueden encuadrar dentro los denominados me´todos desaco-
plados en los que la evolucio´n del indicador que mide el dan˜o del material no esta´ acoplado con
las ecuaciones constitutivas que establecen la evolucio´n del resto de variables meca´nicas. De esta
manera, se pueden resolver las ecuaciones constitutivas del material y en un ca´lculo posterior se
calcula el indicador que mide el dan˜o del material.
Mas recientemente han aparecido modelos en los que el dan˜o se acopla con la plasticidad
de manera que ambos feno´menos evolucionan de una manera dependiente siendo capaces de
tener en cuenta la degradacio´n de las propiedades meca´nicas del material en las u´ltimas fases
de la deformacio´n antes de producirse el fallo. En este sentido habr´ıa que destacar las dos apro-
ximaciones mencionadas anteriormente, la primera es denominada como modelo constitutivo
micromeca´nico basada en el modelo propuesto por Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) y la
segunda aproximacio´n se basa en modelos constitutivos fenomenolo´gicos que se encuadran den-
tro de la teor´ıa de la Meca´nica del Dan˜o Continuo.
2.4.2. Criterios de Fallo y Plastificacio´n y su relacio´n con el endurecimiento
cinema´tico
Antes de pasar a describir los diferentes criterios de fallo enumerados anteriormente anali-
zaremos como puede afectar la introduccio´n del endurecimiento cinema´tico en los mismos ya
que habitualmente este endurecimiento no es tenido en cuenta en las expresiones que los defi-
nen. Como se describe en el Anexo E Superficie de Plastificacio´n tipo J2 tanto la superficie de
plastificacio´n sin endurecimiento cinema´tico como con e´l, esta´n representadas en el espacio de
las tensiones principales por sendos cilindros circulares cuyo eje es perpendicular al plano π o
plano desviador. En el caso de no considerar el endurecimiento cinema´tico el corte del cilindro
con el plano π es un c´ırculo con centro en el origen de coordenadas del espacio de las tensiones
principales. En el caso de incluir en el modelo constitutivo el endurecimiento cinema´tico el corte
del cilindro con el plano π es un c´ırculo con centro en el punto (σRbD1
, σRbD2
, σRbD3
) del espacio de
tensiones.
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Los materiales du´ctiles se caracterizan por ser capaces de soportar deformaciones pla´sticas
considerables antes de llegar al fallo, es decir, el fallo del material se produce en algu´n punto
de la superficie de plastificacio´n, asumiendo que se cumple la condicio´n de consistencia. Como
se vera´ a continuacio´n muchos de los criterios de fallo que se describira´n a continuacio´n esta´n
relacionados con el estado tensional y no consideran el posible efecto que tiene el endurecimien-
to cinema´tico pudie´ndose dar el caso de llegar al fallo en estados de carga en los que, por el
efecto del endurecimiento cinema´tico, el estado tensional todav´ıa no ha alcanzado la superficie
de plastificacio´n y la deformacio´n es todav´ıa lineal.
Para evitar esta situacio´n, y en los casos en que pueda aplicarse, las expresiones que a con-
tinuacio´n se describen para evaluar el ı´ndice de deterioro del material sera´n modificadas para
tener en cuenta el desplazamiento de la superficie de plastificacio´n por efecto del endurecimien-
to cinema´tico. A continuacio´n se describen someramente los criterios de fallo, que junto con
el modelo de dan˜o iso´tropo descrito en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo, sera´n calibrados y
comparados posteriormente. Primero describiremos como evalu´an el ı´ndice de deterioro del ma-
terial sin considerar el endurecimiento cinema´tico y a continuacio´n se presentara´ una expresio´n
equivalente que incluya el efecto del endurecimiento cinema´tico y permita asegurar que el ı´ndice
de deterioro es creciente solo mientras el estado tensional se encuentra sobre la superficie de
plastificacio´n mantenie´ndose sin variacio´n mientras la deformacio´n es so´lo ela´stica y/o te´rmica.
2.4.3. Criterio I: Deformacio´n pla´stica equivalente constante
El origen de este criterio se remonta a principios del siglo XX, pero por su simplicidad ha
sido incorporado en casi todos los co´digos comerciales no lineales en el siglo XXI. Este criterio
de fallo es va´lido para todos los posibles estados de tensio´n. Es uno de los criterios de fallo
ma´s simple y utilizado por muchos investigadores. Segu´n este criterio, el fallo o erosio´n de un
elemento del material se produce cuando la deformacio´n pla´stica equivalente ǫeq alcanza un valor
cr´ıtico ǫf . Para un material incompresible, la deformacio´n pla´stica equivalente se define por:
ǫeq =
√
2
3
(ǫp : ǫp) =
√
2
3
(ǫp1
2
+ ǫp2
2
+ ǫp3
2
) (2.6)
donde ǫp1, ǫ
p
2 y ǫ
p
3 son las componentes principales del tensor de deformacio´n pla´stica ǫ
p.
Cuando el estado de carga es complejo y el tensor de deformacio´n pla´stica var´ıa sensiblemente
a lo largo del tiempo, es mas conveniente utilizar la acumulacio´n de la deformacio´n pla´stica
equivalente de manera que el criterio de fallo tiene en cuenta la historia de la deformacio´n pla´stica
20
2.4 Criterios de Fallo
y no solo el estado actual de la misma. Segu´n este criterio, el fallo o erosio´n de un elemento del
material se produce cuando la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada p alcanza un valor
cr´ıtico pf . La deformacio´n pla´stica equivalente acumulada de fractura se define como:
pf =
∫ tf
0
p˙dt =
∫ tf
0
√
2
3
ǫ˙p : ǫ˙pdt (2.7)
donde tf es el instante de tiempo en el que se alcanza el valor cr´ıtico de deformacio´n pla´stica
equivalente acumulada pf .
Este modelo es fa´cil de calibrar al estar determinado por un u´nico para´metro pf , pero en
general no es capaz de predecir correctamente el fallo en las aplicaciones en las que el campo de
tensiones y su evolucio´n no se asemeja al usado para su calibracio´n.
2.4.4. Criterio II: Ma´xima tensio´n de cortadura
Hay mu´ltiples evidencias de la aparicio´n de fallo du´ctil en un plano donde la tensio´n de
cortadura alcanza un ma´ximo. En los ensayos de compresio´n de cilindros meta´licos aparece un
fallo en espiral en la zona ecuatorial de la probeta al adoptar una forma de barril. Es entonces
razonable considerar que el fallo puede estar dominado por la ma´xima tensio´n de cortadura que
puede aguantar un material. Siguiendo la idea establecida por el criterio de Tresca en relacio´n
a la plastificacio´n bajo carga multiaxial, el criterio de fallo por ma´xima tensio´n de cortadura
establece que el fallo del material se inicia y crece en un cuerpo cuando la tensio´n de cortadura
de un punto del material alcanza un valor cr´ıtico.
El criterio de fallo por ma´xima tensio´n de cortadura se utiliza con frecuencia, especialmente
para materiales fra´giles que fallan con poca deformacio´n pla´stica. En los impactos a alta veloci-
dad, las tensiones de cortadura son las principales responsables de la formacio´n y el crecimiento
de grietas a lo largo del espesor de la placa impactada. Por ello es interesante investigar la
aplicabilidad de este criterio de fallo a los problemas de impacto y su posible traslacio´n a otro
tipo de problemas. La condicio´n de fallo en carga multiaxial segu´n este criterio establece que el
fallo se producira´ cuando la tensio´n ma´xima de cortadura τmax alcance un valor l´ımite τf donde
τmax esta´ definida por:
τmax = max
( |σ1 − σ2|
2
,
|σ2 − σ3|
2
,
|σ3 − σ1|
2
)
(2.8)
donde σ1, σ2 y σ3 son las tensiones principales del tensor de tensiones. La ecuacio´n 2.8 es
igual que la establecida por el criterio de Tresca, con la diferencia de que el valor de τf es mayor
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que la tensio´n de plastificacio´n en cortadura. A semejanza del criterio de plastificacio´n de Tresca,
la superficie definida por 2.8 es un cilindro hexagonal cuya directriz es perpendicular al plano π
o plano desviador y centrado en el origen del espacio de las tensiones.
Como se puede comprobar en la ecuacio´n 2.8 no se tiene en cuenta el historial de cargas a
las que se ha visto sometido el material. En particular no se tiene en cuenta las posibles cargas
c´ıclicas u otras condiciones de carga en las que el endurecimiento cinema´tico pueda tener una
importancia relevante. Teniendo en cuenta lo expuesto en 2.4.2 Criterios de Fallo y Plastificacio´n
y su relacio´n con el endurecimiento cinema´tico y dado que los materiales du´ctiles experimentan
el fallo una vez que han sobrepasado las condiciones de deformacio´n ela´stica y, para modelos
constitutivos termoviscopla´sticos de tipo J2 que incluyan el endurecimiento cinema´tico, e´stas
esta´n condicionadas al cumplimiento de la condicio´n f = (σ˜ − σ¯b)eq − R(p, p˙, T, ...) = 0 es
necesario modificar la ecuacio´n 2.8 de la siguiente manera:
τmax = max
( |(σ − σb)1 − (σ − σb)2|
2
,
|(σ − σb)2 − (σ − σb)3|
2
,
|(σ − σb)3 − (σ − σb)1|
2
)
(2.9)
donde (σ−σb)1, (σ−σb)2 y (σ−σb)3 son las componentes principales del tensor (σ¯− σ¯b). De
esta manera nos aseguramos que el fallo se alcanza sobre la superficies de plastificacio´n cuando,
por efecto del endurecimiento iso´tropo, el radio del cilindro circular que constituye la superficie
de plastificacio´n corta el cilindro hexagonal que constituye el criterio de fallo de ma´xima tensio´n
de cortadura.
Figura 2.1: Superficie de fallo definida por el Criterio de Ma´xima Tensio´n de Cortadura
y evolucio´n de la superficie de plastificacio´n debida al endurecimiento iso´tropo segu´n el
criterio de plastificacio´n de tipo J2 representado en el espacio de las tensiones principales
de ¯σ σb
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2.4.5. Criterio III: Modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por
Oh
La evolucio´n del deterioro de un material esta´ fuertemente influenciado por su estado tensio-
nal. Muchos estudios sugieren que el fallo de materiales meta´licos esta´ asociado a la tensio´n de
traccio´n, incluso en procesos de fabricacio´n como el forjado en el que predomina la compresio´n.
La importancia de la tensio´n de traccio´n se ha confirmado de manera indirecta al observar un
aumento considerable de la ductilidad de los materiales al deformarse en condiciones de una
elevada presio´n hidrosta´tica. Pugh y Green (44) demostraron que superponiendo una presio´n
hidrosta´tica en el proceso de extrusio´n incluso materiales fra´giles pod´ıan ser extruidos sin difi-
cultad.
Cockcroft y Latham (14) establecieron que plantear un criterio de fallo basado en la densidad
de energ´ıa pla´stica que considerase u´nicamente la tensio´n equivalente, es decir la tensio´n de
plastificacio´n de cada momento, no proporciona la solucio´n adecuada. La tensio´n de plastificacio´n
en cada momento, a diferencia de la tensio´n ma´xima no esta´ influenciada por la forma de la zona
de estriccio´n y en consecuencia la forma de dicha zona no debe tener efecto sobre la deformacio´n
en el momento del fallo lo cual esta´ en contra de lo observado en los ensayos. Por lo tanto
Cockcroft y Latham proponen un criterio basado en la densidad de energ´ıa de deformacio´n por
tensio´n. Este criterio establece que el fallo esta´ controlado por la siguiente expresio´n:
DCL =
∫ ǫf
0
〈σ1〉dǫp (2.10)
donde 〈σ1〉 toma el valor de σ1 si σ1 > 0 y toma el valor 0 si σ1 < 0 siendo σ1 la componente
principal mayor del tensor de tensiones (σ1 > σ2 > σ3). Derivados del criterio de fallo de
Cockcroft y Latham otros autores han introducido modificaciones como, Brozzo (12), Oh(39),
Oyane-Sato (41), Clift(13) y Ko-Huh (30)entre otros. Oh et al. (39) modifico´ el criterio de fallo
de Cockcroft y Latham normalizando la ma´xima tensio´n principal con la tensio´n equivalente.
En esta tesis evaluaremos el modelo de Cockcroft y Latham modificado por Oh. En la tabla 2.1
pueden encontrarse las expresiones de criterios de fallo propuestas por diversos autores derivadas
del criterio propuesto por Cockcroft y Latham.
Al igual que en los criterios anteriores, en las expresiones presentadas en la tabla 2.1 no se
tiene en cuenta el endurecimiento cinema´tico y por tanto es necesario modificar dichas expresio-
nes con el objeto de considerar el endurecimiento cinema´tico tal y como se muestra en la tabla
2.2.
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Autor Expresio´n
Cockcroft-Latham
∫ ǫf
0 〈σ1〉dǫp = DCL
Brozzo
∫ ǫf
0
2〈σ1〉
3(〈σ1〉 − σH)dǫ
p = DBz
Oh
∫ ǫf
0
〈σ1〉
σeq
dǫp = DOh
Oyane-Sato
∫ ǫf
0 (
σH
σeq
+ COS)dǫ
p = DOS
Clift
∫ ǫf
0 σeqdǫ
p = DCl
Ko-Huh
∫ ǫf
0
〈σ1〉
σeq
(1 + 3
σH
σeq
)dǫp = DKH
Tabla 2.1: Modelos de fallo basados en el propuesto por Cockcroft y Latham
Autor Expresio´n
Cockcroft-Latham
∫ ǫf
0 〈(σ − σb)1〉dǫp = DCL
Brozzo
∫ ǫf
0
2〈(σ − σb)1〉
3(〈(σ − σb)1〉 − σH)dǫ
p = DBz
Oh
∫ ǫf
0
〈(σ − σb)1〉
(σ − σb)eq dǫ
p = DOh
Oyane-Sato
∫ ǫf
0 (
σH
(σ − σb)eq + COS)dǫ
p = DOS
Clift
∫ ǫf
0 (σ − σb)eqdǫp = DCl
Ko-Huh
∫ ǫf
0
〈(σ − σb)1〉
(σ − σb)eq (1 + 3
σH
(σ − σb)eq )dǫ
p = DKH
Tabla 2.2: Modelos de fallo basados en el propuesto por Cockcroft y Latham corregidos
con el endurecimiento cinema´tico
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2.4.6. Criterio IV: Modelo de fallo de Wilkins
Uno de los primeros modelos de nucleacio´n de microvac´ıos es el propuesto por Argon (3). Este
modelo postula que la tensio´n de decohesio´n σc es una combinacio´n de la tensio´n hidrosta´tica
σH y la tensio´n equivalente de von Mises σeq:
σc = σH + σeq (2.11)
Wilkins, siguiendo una aproximacio´n similar, propuso un criterio de fallo basado en la acumu-
lacio´n o integral de la plasticidad. En este caso la acumulacio´n de la plasticidad esta´ ponderada
a trave´s de dos factores w1 y w2. Estos dos factores tienen la finalidad de introducir de mane-
ra independiente el efecto de la tensio´n hidrosta´tica y las componentes de tensor de tensiones
desviador. Este criterio define un ı´ndice de deterioro o “dan˜o” D dado por:
Dc =
∫ pf
0
w1w2dp (2.12)
Donde:
w1 = (1 +
σH
σWK
)−aWK (2.13)
corresponde al factor de ponderacio´n de la tensio´n hidrosta´tica que es la principal causante
del crecimiento de los microvac´ıos y
w2 = (2−AWK)bWK (2.14)
corresponde al factor de ponderacio´n de la tensio´n desviadora. Este factor tiene en cuenta
que la deformacio´n de fallo decrece cuando el estado de tensiones es asime´trico. En la expresio´n
2.14 se define AWK como:
AWK =Max(
s2
s3
,
s2
s1
), s1 ≥ s2 ≥ s3 (2.15)
Siendo s1, s2 y s3 las componentes principales del tensor de tensiones desviador.
Como se puede comprobar en la ecuacio´n 2.12 no se tiene en cuenta las posibles cargas
c´ıclicas u otras condiciones de carga en las que el endurecimiento cinema´tico pueda tener una
importancia relevante. Teniendo en cuenta lo expuesto en 2.4.2 Criterios de Fallo y Plastificacio´n
y su relacio´n con el endurecimiento cinema´tico y por las mismas razones que las expuestas en
2.4.4 Criterio II: Ma´xima tensio´n de cortadura es necesario modificar la expresio´n de 2.15 de la
siguiente manera:
AWK =Max(
(σ − σb)D2
(σ − σb)D3
,
(σ − σb)D2
(σ − σb)D1
), (σ − σb)D1 ≥ (σ − σb)D2 ≥ (σ − σb)D3 (2.16)
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Donde (σ−σb)1, (σ−σb)2 y (σ−σb)3 son las componentes principales del tensor (σ¯− σ¯b). De
esta manera el te´rmino w2, que considera el efecto de un estado de tensiones asime´trico, es corre-
gido al introducir el desplazamiento de la superficie de plastificacio´n debido al endurecimiento
cinema´tico. Por otro lado, dado que σ¯b es un tensor desviador se tiene que σH =
σii
3
=
(σ − σb)ii
3
y por tanto no es necesario modificar la expresio´n de 2.13 por el efecto del endurecimiento ci-
nema´tico.
Este modelo esta´ caracterizado por cuatro para´metros σWK , aWK , bWK y Dc, siendo pf la
deformacio´n pla´stica equivalente acumulada hasta el momento en el que se alcanza el valor Dc.
2.4.7. Criterio V: Modelo de fallo de Johnson - Cook
Como se comento´ anteriormente, los mecanismos de fallo en los metales tiene su origen a ni-
vel microsco´pico en la nucleacio´n, crecimiento y coalescencia de microvac´ıos. Entre los primeros
trabajos que han estudiado el fallo du´ctil basa´ndose en el estudio del crecimiento de los micro-
vac´ıos se encuentran los realizados por McClintock (20) y Rice y Tracey (28). Ambos trabajos
se basan en los resultados de los experimentos llevados a cabo por Bridgman (11). Bridgman
encontro´ que un efecto importante de la presio´n hidrosta´tica es el aumento´ de la ductilidad, es
decir que la deformacio´n antes de la rotura se incrementaba considerablemente cuando se aplica
una presio´n hidrosta´tica como condicio´n de contorno en ensayos de traccio´n. Adema´s, Bridg-
man encontro´ que el volumen de material no cambia en la seccio´n de control para cambios muy
grandes de deformacio´n pla´stica. Estas observaciones experimentales en los metales llevaron a
establecer dos de los principios ba´sicos de la plasticidad de los metales, la no influencia de la
presio´n hidrosta´tica en la plastificacio´n y la incompresibilidad de deformacio´n pla´stica.
McClintock (20) propone un ı´ndice de dan˜o que se acumula hasta alcanzar la unidad en
el momento del fallo. A partir de la ecuacio´n de equilibrio ∇σ¯ = 0 y suponiendo deformacio´n
plana e incompresible, McClintock deduce una expresio´n para la deformacio´n de fractura para
un microvac´ıo cil´ındrico de seccio´n el´ıptica. El trabajo de Rice y Tracey (28) establece que la
fractura por colaescencia de microvacios se ve acelerada por la triaxialidad. Por su lado Hancock
y Mackenzie (18) demostraron que la coalescencia de los vac´ıos no tiene una direccio´n preferida,
lo que les permitio´ generalizar la expresio´n deducida por McClintock para la deformacio´n de
fractura de la siguiente manera:
ǫf = D1 +D2e
(D3
σH
σeq
)
(2.17)
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Donde D1 es la deformacio´n de nucleacio´n de microvacios.
Basa´ndose en los trabajos antes citados, Johnson y Cook (26) completaron su modelo de
plastificacio´n con un modelo de fallo basado en un modelo acumulativo del deterioro del material.
Este modelo de fallo tiene una forma similar al modelo de plastificacio´n con tres te´rminos
combinados de forma multiplicativa y desacoplada para incluir los efectos de la triaxialidad, la
velocidad de deformacio´n y la temperatura segu´n se indica en 2.18 y 2.19.
D =
∫ pf
0
dp
p(t)
(2.18)
p(t) = (Fr1JC + Fr2JCe
Fr3JC
σH
σeq )(1 + Fr4JCLn(
p˙
p˙0
))(1 + Fr5JC
T − T0
Tm − T0 ) (2.19)
Donde D es una medida del deterioro o ı´ndice de dan˜o del material, pf es la deformacio´n
pla´stica equivalente acumulada en el momento del fallo y p(t) es la deformacio´n pla´stica equiva-
lente acumulada de fallo en las condiciones actuales de triaxialidad, velocidad de deformacio´n y
temperatura.
Como se puede comprobar en las ecuaciones 2.18 y 2.19 no se tiene en cuenta el endureci-
miento cinema´tico. De manera similar a lo indicado en 2.4.4y 2.4.6 se modifica la expresio´n de
2.19 con el objeto de considerar el endurecimiento cinema´tico:
p(t) = (Fr1JC + Fr2JCe
Fr3JC
σH
(σ − σb)eq )(1 + Fr4JCLn( p˙
p˙0
))(1 + Fr5JC
T − T0
Tm − T0 ) (2.20)
La calibracio´n de este modelo de fallo requiere de cinco para´metros Fr1JC a Fr5JC . En
el modelo de fallo original de Johnson y Cook el fallo del material se produce cuando D llega a
valer 1.
2.4.8. Criterio VI: Modelo de fallo de Xue - Wierzbicki
Una revisio´n de los datos experimentales relacionados con el fallo indican que:
La superposicio´n de una presio´n hidrosta´tica aumenta la ductilidad de los materiales.
La deformacio´n plana du´ctil suele ser mayor que la ductilidad en casos de triaxilidad de
tensio´n o compresio´n elevada manteniendo la presio´n constante.
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El dan˜o se acumula de una manera no lineal, acelerando su progreso en las etapas previas
al fallo.
El dan˜o que se produce a nivel microsco´pico afecta a la resistencia del material en su
respuesta meca´nica a nivel macrosco´pico.
Por lo tanto, el fallo en los materiales du´ctiles es el resultado u´ltimo de la acumulacio´n del
dan˜o debido a la deformacio´n pla´stica. Basa´ndose en las anteriores observaciones Xue y Wierz-
bicki (55) proponen un nuevo modelo de fallo que incluye los efectos de la presio´n hidrosta´tica,
la dependencia del parametro de Lode, una ley de evolucio´n de dan˜o no lineal y el efecto del
deterioro del material. El nuevo modelo considera que el fallo ocurre cuando la deformacio´n
pla´stica equivalente acumulada, modificada por una funcio´n de la triaxialidad η y del para´metro
ξ alcanza el valor de uno.
D =
∫ pf
0
dp
FXW (η, ξ)
(2.21)
Donde η =
σH
σeq
y ξ =
27
2
s1s2s3
σ3eq
, siendo s1, s2, s3 las componentes principales del tensor de
tensiones desviador.
Para determinar FXW (η, ξ) seguiremos lo propuesto por Wierzbicki y Bao (56) de manera
que su la expresio´n final queda:
FXW (η, ξ) = C1e
−C2η − (C1e−C2η − C3e−C4η)(1− ξmXW )
1
mXW (2.22)
en donde C1 a C4 son cuatro para´metros caracter´ısticos del material y mXW es un nu´mero
par relacionado con el para´metro de endurecimiento nJC de la ecuacio´n de Johnson-Cook de
manera que mXW es el nu´mero par ma´s pro´ximo a
1
nJC
.
Igual que en los criterios de fallo descritos anteriormente, es necesario modificar la expresio´n
2.22 para considerar el efecto del endurecimiento cinema´tico quedando de la siguiente manera:
FXW (ηb, ξb) = C1e
−C2ηb − (C1e−C2ηb − C3e−C4ηb)(1− ξmXWb )
1
mXW (2.23)
Donde ηb =
σH
(σ − σb)eq y ξb =
27
2
(σD − σb)1(σD − σb)2(σD − σb)3
(σ − σb)3eq
, siendo (σD − σb)1,
(σD − σb)2, (σD − σb)3 las componentes principales del tensor desviador (σ¯D − σ¯b).
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2.4.9. Criterio VII: Modelo de fallo por Dan˜o
Como se comento´ anteriormente, han aparecido modelos de fallo en los que el deterioro del
material o dan˜o se acopla con la plasticidad de manera que ambos feno´menos evolucionan de
una manera dependiente siendo capaces de tener en cuenta la degradacio´n de las propiedades
meca´nicas del material en las u´ltimas fases de la deformacio´n antes de producirse el fallo.
Todos los ensayos y medidas de plasticidad y fatiga muestran que no se produce un deterioro
en las propiedades meca´nicas del material hasta que se alcanza un cierto valor de deformacio´n
pla´stica equivalente acumulada (pD). Este umbral de deformacio´n pla´stica depende del material
pero tambie´n se ha encontrado que tiene una fuerte dependencia con el tipo de carga a la que
se somete el material. Esto es debido a que el inicio del dan˜o esta´ relacionado con la energ´ıa
necesaria para la incubacio´n de los defectos. Hasta que el material no ha acumulado ese umbral
de energ´ıa necesario para el inicio de los microvac´ıos y microfracturas, estas no aparecen y por
tanto el material no sufre dan˜o meca´nico.
Tambie´n puede observarse en los ensayos de traccio´n que existe una tensio´n ma´xima que
puede soportar el material, una vez alcanzada esa tensio´n ma´xima, el material tiene un compor-
tamiento inestable incrementa´ndose la deformacio´n a la vez que disminuye la tensio´n terminando
por producirse la fractura. En estas condiciones de carga, el comportamiento del material esta´ do-
minado por el dan˜o.
Figura 2.2: Ensayo de traccio´n hasta rotura en un test uniaxial
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Por otro lado, tras la incubacio´n y crecimiento de los microdefectos, se ha comprobado que
cuando se alcanza una cierta densidad de defectos se desarrolla una inestabilidad en el proceso
de carga que desencadena el fallo del material. Esta densidad de defectos definen un dan˜o cr´ıtico
(Dc) caracter´ıstico de cada material.
El dan˜o, desde el punto de vista de los materiales so´lidos lo constituye la creacio´n y cre-
cimiento de microvac´ıos y microfisuras. Estos microvac´ıos constituyen discontinuidades en un
medio que a una escala mayor es considerado un medio continuo. La meca´nica de medios conti-
nuos considera que las propiedades de un material esta´n representadas por variables homoge´neas
va´lidas en lo que se denomina un Volumen Representativo Elemental (Representative Volume
Elementary “RVE”). Este volumen puede variar varios ordenes de magnitud dependiendo del
material, siendo del orden de 0,1mm3 para metales y cera´micas y 100mm3 para cementos y
hormigones. Las discontinuidades relacionadas con el dan˜o son pequen˜as en relacio´n al RVE
pero muy grandes en relacio´n con la estructura ato´mica.
En general el dan˜o es una variable asociada al material que no es iso´tropa, debido a que sus
efectos y evolucio´n son ma´s apreciables cuando la carga se aplica en la direccio´n perpendicular
a las microfisuras. La forma ma´s general de considerar el dan˜o ser´ıa por medio de una variable
representada por un tensor de cuarto orden. Este tipo de tensores son dif´ıciles de usar y en
meca´nica de medios continuos aplicada a la ingenier´ıa es suficiente representar el dan˜o por un
tensor de segundo orden e incluso considerar el dan˜o como iso´tropo.
Una vez que aparece el dan˜o se aprecia experimentalmente que existe un acoplamiento de
este con el comportamiento meca´nico del material. Este acoplamiento fue formulado por J.
Lemaitre en 1971 introduciendo el concepto de tensio´n efectiva σ˜ asociado con el principio
de equivalencia de deformacio´n. Este principio establece que las ecuaciones constitutivas
de deformacio´n de un material dan˜ado se pueden deducir de las correspondientes al mismo
material no dan˜ado con la excepcio´n de sustituir la tensio´n por la tensio´n efectiva.
2.4.9.1. Tensio´n Efectiva
Como se comento´ anteriormente, una representacio´n precisa del dan˜o deber´ıa hacerse por
medio de un tensor de cuarto orden. No obstante es posible determinar una representacio´n del
dan˜o mediante un tensor de segundo orden tal y como lo plantea J. Lemaitre y R. Desmorat en
(32) que cumpla las siguientes condiciones:
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El tensor de tensio´n efectiva resultante debe ser sime´trico (observar que σ˜ij = σik(1¯−D¯)−1kj
no es sime´trico).
El tensor de tensio´n efectiva debe ser independiente del comportamiento de la deformacio´n
y en particular del coeficiente de Poisson (observar que σ˜ij = EijklE˜klrsσrs puede depender
del coeficiente de Poisson).
Compatibilidad con el marco termodina´mico, es decir la existencia de un potencial de
deformacio´n y compatibilidad con el principio de equivalencia de deformacio´n. Es-
tableciendo la simetr´ıa σ˜ij =
1
2
[σik(1 −D)−1kj + (1 −D)−1ik σkj ] no permite derivar de un
potencial.
El tensor de tensio´n efectiva debe tener en cuenta el efecto diferente que produce el dan˜o
sobre el comportamiento de la tensio´n hidro´statica (σH) y sobre el comportamiento de la
parte desviadora (σ¯D). Esto se hara´ introduciendo un para´metro de sensibilidad hidro´sta-
tica (ηD).
Teniendo en cuenta estas restricciones J. Lemaitre y R. Desmorat establecen las siguientes
relaciones de transformacio´n entre el tensor de tensiones de Cauchy y la tensio´n efectiva.
H¯ = (1¯− D¯)
−1
2 (2.24)
σH =
1
3
traza(σ¯) (2.25)
DH =
1
3
traza(D¯) (2.26)
M¯ = H¯⊗H¯ − 1
3
[H¯
2 ⊗ 1¯+ 1¯⊗ H¯2] + 1
9
traza(H¯
2
)1¯⊗ 1¯+ 1
3(1− ηDDH) 1¯⊗ 1¯ (2.27)
σ˜ = M¯ : σ¯ = (H¯σ¯DH¯)D +
σH
1− ηDDH 1¯ (2.28)
En donde H¯ es un tensor de segundo orden que representa el dan˜o efectivo y M¯ es un tensor
sime´trico de cuarto orden.
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Rec´ıprocamente, para convertir la tensio´n efectiva en la tensio´n de Cauchy podemos usar las
siguientes relaciones:
M¯
−1
= H¯
−1⊗H¯−1 − (1¯− D¯)⊗ (1¯− D¯)
3(1−DH) +
1
3
(1− ηDDH)1¯⊗ 1¯ (2.29)
σ¯ =M−1 : σ˜ = H¯
−1
σ˜H¯
−1 − (1¯− D¯) : σ˜
3(1−DH) (1¯− D¯) + (1− ηDDH)σ˜H 1¯ (2.30)
En el caso de un modelo de dan˜o iso´tropo, estas relaciones se reducen a:
D¯ = D1¯ (2.31)
H¯ =
1¯√
1−D (2.32)
M¯ =
1¯⊗1¯
1−D = I¯
1
1−D (2.33)
σ˜ =
1
1−D σ¯ (2.34)
En las que ηD =
1
3
y DH = 3D.
2.4.9.2. Evolucio´n del Dan˜o Aniso´tropo
Como se mostrara´ en el cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo en el apartado 3.4.3.3 es posible
determinar la ley de evolucio´n del dan˜o aniso´tropo a partir de la siguiente expresio´n:
˙¯D =
(Y (ǫ¯e)
S
)βD | ˙¯ǫp| (2.35)
Y (ǫ¯e) = (σ˜ : ǫ¯e) =
σ˜2eq
E
(
2(1 + ν)
3
+ 3(1− 2ν)
( σ˜H
σ˜eq
)2
) (2.36)
y por tanto el dan˜o aniso´tropo vendra´ dado por:
D¯ =
∫ pf
pD
(Y (ǫ¯e)
S
)βD |dǫ¯p| hasta ‖D¯‖ = Dc (2.37)
donde (pf ) es la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada en el momento en que ‖D¯‖ =
Dc.
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2.4.9.3. Evolucio´n del Dan˜o Iso´tropo
De manera similar la ley de evolucio´n del dan˜o iso´tropo se determinara´ a partir de la siguiente
expresio´n:
˙¯D =
(Y (ǫ¯e)
S
)βD
p˙ (2.38)
y por tanto el dan˜o iso´tropo vendra´ dado por:
D¯ =
∫ pf
pD
(Y (ǫ¯e)
S
)βD
1¯dp hasta D¯ = Dc (2.39)
Segu´n las ecuaciones 2.37 y 2.39, la evolucio´n del dan˜o esta´ caracterizada por dos para´metros
S y βD. No obstante, teniendo en cuenta la existencia de un umbral de deformacio´n pla´stica
acumulada (pD) a partir del que se inicia la incubacio´n de los microdefectos y que el fallo del
material se produce al alcanzarse un dan˜o cr´ıtico ‖D¯‖ ≤ Dc ≤ 1, este modelo esta´ por tanto
caracterizado por cuatro para´metros.
Como muestran J. Lemaitre y R. Desmorat en (32), la resolucio´n del modelo constitutivo
de dan˜o requiere unos recursos computacionales elevados, sin embargo, como se mostrara´ en el
cap´ıtulo 4 Resolucio´n Nume´rica el dan˜o iso´tropo puede integrarse de una manera mucho mas
eficiente que la planteada inicialmente por J. Lemaitre y R. Desmorat en (32). Por ello, el modelo
que finalmente se implementara´ en el desarrollo de esta Tesis Doctoral sera´ el correspondiente
al dan˜o iso´tropo.
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3Modelo Constitutivo
La gran mayor´ıa de los materiales de origen meta´lico presentan una curva tensio´n - defor-
macio´n con dos zonas claramente diferenciadas. En la primera zona el material presenta una
deformacio´n que es proporcional a la carga a la que esta´ siendo sometido. En esta zona las
deformaciones son reversibles de manera que al cesar la carga se anula la deformacio´n. En este
rango de deformaciones se dice que el material presenta un comportamiento ela´stico.
Si la carga a la que se somete el material sobrepasa una determinada magnitud, la deforma-
cio´n deja de ser proporcional a la carga y las deformaciones dejan de ser reversibles de manera
que al cesar la carga, el material conserva parte de la deformacio´n a la que fue sometido. En este
rango de deformaciones se dice que el material presenta un comportamiento pla´stico. La ten-
sio´n a partir de la que se produce este comportamiento se denomina Tensio´n de Plastificacio´n σy.
3.1. Funcio´n de plastificacio´n J2
Es habitual que al entrar el material en el re´gimen pla´stico sea capaz de soportar tensio-
nes superiores a σy dicie´ndose entonces que el material experimenta un endurecimiento pla´stico
al incrementarse la tensio´n que soporta el material respecto al comportamiento perfectamente
pla´stico. Una vez que el material entra en el re´gimen pla´stico, al cesar la carga el material pre-
senta una deformacio´n permanente pero menor que la ma´xima deformacio´n a la que se sometio´ el
material. La deformacio´n que permanece se denomina deformacio´n pla´stica ǫp y la que se recu-
pera al cesar la carga se denomina deformacio´n ela´stica ǫe. En la figura 3.1 se puede observar
un modelo de este tipo de comportamiento del material.
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Figura 3.1: Descomposicio´n cla´sica de la deformacio´n en parte ela´stica y pla´stica
Cuando el estado de tensiones no es uniaxial, uno de los criterios de plastificacio´n ma´s
habituales es el propuesto por von Mises, que establece que el material entra en re´gimen pla´stico
cuando la tensio´n equivalente σeq supera la tensio´n de plastificacio´n σy. La tensio´n equivalente,
que es proporcional a la raiz cuadrada del segundo invariante cuadra´tico del tensor de tensiones
denominado J2, se define como:
σeq =
√
3
2
σ¯D : σ¯D =
√
3J2 (3.1)
σ¯D = σ¯ − σH 1¯ (3.2)
σH =
1
3
(σ11 + σ22 + σ33) (3.3)
De esta manera se define la funcio´n de plastificacio´n de von Mises como:
f = σeq − σy =
√
3
2
σ¯D : σ¯D − σy (3.4)
Dependiendo del valor que tome la funcio´n de plastificacio´n tenemos:
si f < 0, es decir si σeq < σy el material presenta un comportamiento ela´stico
si f ≥ 0, es decir si σeq ≥ σy el material presenta un comportamiento pla´stico
Como se muestra en el Anexo E Superficie de Plastificacio´n tipo J2 la ecuacio´n 3.4 co-
rresponde a un cilindro en el espacio de las tensiones principales con el eje situado en la linea
σ1 = σ2 = σ3. Por lo tanto, segu´n el criterio de plastificacio´n de von Mises la tensio´n hidrosta´tica
no tiene efecto sobre la plastificacio´n del material.
36
3.2 Endurecimiento iso´tropo y cinema´tico
3.2. Endurecimiento iso´tropo y cinema´tico
Muchos materiales, cuando se deforman pla´sticamente se endurecen, esto es, la tensio´n que
se requiere para provocar una mayor deformacio´n pla´stica se incrementa. Este incremento suele
ser una funcio´n de la deformacio´n pla´stica acumulada p que se define como:
p˙ =
√
2
3
˙¯ǫp : ˙¯ǫp (3.5)
p =
∫
dp =
∫
p˙dt =
∫ √
2
3
˙¯ǫp : ˙¯ǫpdt (3.6)
˙¯ǫp =
dǫ¯p
dt
(3.7)
Siendo ǫ¯p el tensor de deformacio´n pla´stica. En estos casos la tensio´n de plastificacio´n deja
de ser constante y por tanto la funcio´n de plastificacio´n se expresa como:
f(p) = σeq − σy(p) =
√
3
2
σ¯D : σ¯D − σy(p) (3.8)
Si el incremento de la tensio´n es uniforme en todas las direcciones en el espacio de las ten-
siones, se dice que el material ha experimentado un endurecimiento pla´stico iso´tropo como se
muestra en la figura 3.2.
Figura 3.2: Evolucio´n de la superficie de plastificacio´n segu´n el criterio de von Mises al
experimentar el material un endurecimiento iso´tropo en condiciones de tensio´n plana
en un test uniaxial
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Cuando el estado de carga del material es mono´tonamente creciente o decreciente es razona-
ble asumir que el endurecimiento es iso´tropo. Sin embargo cuando se invierte la carga o e´sta no
tiene una tendencia mono´tona, no es apropiado suponer un endurecimiento totalmente iso´tro-
po como lo demuestran los ensayos de carga uniaxial. Se ha comprobado experimentalmente
que muchos materiales meta´licos experimentan el denominado efecto Bauschinger o endureci-
miento cinema´tico que se traduce, en el caso de carga axial, en un comportamiento diferente
en traccio´n que a compresio´n. En estos ensayos se puede comprobar que tras someter al ma-
terial a una tensio´n que sobrepasa su tensio´n de plastificacio´n, descargarlo posteriormente y
finalmente someterlo a una carga de compresio´n, la tensio´n de plastificacio´n en compresio´n es
sensiblemente diferente a la tensio´n de plastificacio´n en tensio´n como se muestra en la figura 3.3.
Figura 3.3: Evolucio´n de la superficie de plastificacio´n segu´n el criterio de von Mises al
experimentar el material un endurecimiento cinema´tico en condiciones de tensio´n plana
en un test uniaxial
En estos casos la tensio´n de plastificacio´n se mantiene constante, pero se desplaza el eje del
cilindro dejando de apoyarse en la linea σ1 = σ2 = σ3. En estos casos la funcio´n de plastificacio´n
se expresa como:
f(σ¯b) =
√
3
2
(σ¯ − σ¯b)D : (σ¯ − σ¯b)D − σy (3.9)
En general los materiales experimentan ambos tipos de endurecimiento, expandie´ndose el
cilindro debido al endurecimiento iso´tropo y simulta´neamente desplaza´ndose el eje del cilindro
como consecuencia del endurecimiento cinema´tico como se muestra en la figura 3.4. En estos
casos la funcio´n de plastificacio´n se expresa como:
f(p, σ¯b) =
√
3
2
(σ¯ − σ¯b)D : (σ¯ − σ¯b)D − σy(p) (3.10)
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Figura 3.4: Evolucio´n de la superficie de plastificacio´n segu´n el criterio de von Mises
al experimentar el material endurecimientos iso´tropo y cinema´tico en condiciones de
tensio´n plana en un test uniaxial
3.3. Viscoplasticidad
Hasta aqu´ı se ha presentado la relacio´n entre la tensio´n y la deformacio´n sin tener en cuenta
la velocidad a la que se somete el material a la carga. La parte de la meca´nica de los medios
continuos que describe la deformacio´n pla´stica de los materiales que son dependientes de la velo-
cidad de las cargas aplicadas y de su historial se denomina viscoplasticidad. Esta dependencia se
traduce en general en un incremento de la tensio´n de plastificacio´n al aumentar la velocidad de
aplicacio´n de la carga. Este incremento de tensio´n de plastificacio´n se suele denominar tensio´n
viscosa σv y suele depender de la velocidad de deformacio´n pla´stica p˙.
En los materiales viscopla´sticos siguen existiendo dos reg´ımenes de deformacio´n, el ela´stico
y el pla´stico, pero ambos muestran una dependencia con la velocidad de deformacio´n pla´stica.
Tambie´n sigue siendo va´lida la existencia de una funcio´n de plastificacio´n que determina si el
material se encuentra en re´gimen ela´stico o pla´stico. En condiciones en las que los materiales
presenta una dependencia con la velocidad de deformacio´n, se siguen observando endurecimiento
iso´tropo y cinema´tico como se muestra en la figura 3.5. La funcio´n de plastificacio´n se expresa
como:
fv(p, σ¯b, p˙) =
√
3
2
(σ¯ − σ¯b)D : (σ¯ − σ¯b)D − σy(p, p˙) (3.11)
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Figura 3.5: Comportamiento viscopla´stico de un material junto con un endurecimientos
iso´tropo y cinema´tico en condiciones de tensio´n plana en un test uniaxial
3.4. Ecuaciones Constitutivas
Hasta este punto hemos descrito de forma cualitativa la respuesta meca´nica de un material
al someterle a diversas condiciones de carga. En este apartado plantearemos las ecuaciones que
caracterizan la respuesta de un determinado material frente a las cargas exteriores, es decir, de
la relacio´n entre tensiones y deformaciones. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones consti-
tutivas pues describen el comportamiento macrosco´pico resultante de la constitucio´n interna de
un material.
Como se ha descrito anteriormente, la respuesta real de los so´lidos es extremadamente com-
pleja y variada. No so´lo se ve influida por acciones puramente meca´nicas, sino tambie´n por
cambios de temperatura e incluso por la historia del material, es decir por situaciones en las
que se ha encontrado con anterioridad. Para simplificar este comportamiento tan complejo del
comportamiento de un material frente a todas las acciones posibles se planteara´n modelos idea-
les asociados a los comportamientos y mecanismos de deformacio´n antes mencionados y que
reproducira´n con suficiente precisio´n la respuesta del material frente a determinadas cargas. En
particular, en esta Tesis Doctoral se ha modelado el comportamiento de un material para poder
predecir su respuesta cuando es sometido a las condiciones que se dan en procesos en los que
son importantes los efectos asociados a las elevadas velocidades de deformacio´n pla´stica como
pueden ser el impacto a alta velocidad o el mecanizado a alta velocidad de corte.
Las condiciones de carga que se dan en el impacto a alta velocidad o el mecanizado a alta
velocidad de corte se caracterizan por la existencia de altas velocidades de deformacio´n. Durante
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los procesos dominados por las altas velocidades de deformacio´n el material experimenta habi-
tualmente grandes deformaciones pla´sticas que conllevan a su vez una gran liberacio´n de energ´ıa
que se transforma mayoritariamente en calor con el consiguiente calentamiento del material. Es
habitual que el incremento de temperatura sea muy significativo en zonas muy localizadas del
material, forma´ndose las denominadas bandas adiaba´ticas de cortadura. En esta´s zonas la com-
ponente te´rmica de la deformacio´n no sera´ despreciable, ma´s bien al contrario sera´ muy relevante.
En el modelo constitutivo del material considerado en esta Tesis Doctoral asumimos la
descomposicio´n aditiva del tensor de deformacio´n que establece que el tensor total de velocidad
de deformacio´n ( ˙¯ǫ) se descompone en tres componentes, velocidad de deformacio´n ela´stica ( ˙¯ǫe),
velocidad de deformacio´n pla´stica ( ˙¯ǫp) y velocidad de deformacio´n te´rmica ( ˙¯ǫT ):
˙¯ǫ = ˙¯ǫp + ˙¯ǫe + ˙¯ǫT (3.12)
De las tres componentes de la deformacio´n, solo la pla´stica tiene un cara´cter irreversible de
manera que esa deformacio´n permanecera´ aunque cese la causa que la origino´.
3.4.1. Procesos reversibles. Ecuaciones termoela´sticas
Para el modelo de comportamiento asociado a la componente te´rmica de la deformacio´n
se ha considerado proporcional al incremento de temperatura (∆T ) desde la temperatura de
referencia (To):
ǫ¯T = α∆T 1¯ ⇒ ˙¯ǫT = αT˙ 1¯+ dα
dT
T˙ 1¯ (3.13)
Siendo α el coeficiente de dilatacio´n del material. En esta Tesis Doctoral no se ha tenido en
cuenta la dependencia de dicho coeficiente de dilatacio´n con la temperatura, considera´ndose por
tanto constante. De esta manera es posible determinar la siguiente expresio´n para ˙¯ǫT .
˙¯ǫT = αT˙ 1¯ (3.14)
Para el modelo de comportamiento asociado a la componente ela´stica de la deformacio´n se
ha considerado que la tensio´n esta´ relacionada con la deformacio´n ela´stica a trave´s de un tensor
de cuarto orden conforme a las siguientes ecuaciones:
σ˜ = C : ǫ¯e (3.15)
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C = 2GI¯ + λ1¯⊗ 1¯ = 2GI¯D +K1¯⊗ 1¯ (3.16)
y rec´ıprocamente
ǫ¯e = c : σ˜ ⇒ ˙¯ǫe = c : ˙˜σ + c˙ : σ˜ (3.17)
c =
1 + ν
E
I¯ − ν
E
1¯⊗ 1¯ ⇒ c˙ = (
d
(1 + ν
E
)
dT
I¯ −
d
( ν
E
)
dT
1¯⊗ 1¯)T˙ (3.18)
G =
E
2(1 + ν)
(3.19)
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) (3.20)
K =
E
3(1− 2ν) (3.21)
Donde E es el mo´dulo de elasticidad del material, ν es el coeficiente de Poisson, 1¯ es el
tensor unidad de segundo orden y I¯ es el tensor unidad de cuarto orden. Las ecuaciones 3.15
y 3.17 se han expresado en funcio´n de la tensio´n efectiva teniendo en cuenta el principio de
equivalencia de deformacio´n. La relacio´n entre el tensor de tensiones de Cauchy σ¯ y el
tensor de tension efectiva σ˜ se detalla en 2.4.9.1. En esta Tesis Doctoral no se ha tenido en
cuenta la dependencia E y ν con la temperatura, considera´ndose por tanto constantes. De esta
manera es posible determinar la siguiente expresio´n para ˙¯ǫe.
˙¯ǫe = c : ˙˜σ (3.22)
y rec´ıprocamente
˙˜σ = C : ˙¯ǫe (3.23)
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3.4.2. Procesos irreversibles. Marco termodina´mico
La termodina´mica de los procesos irreversibles permite modelar el comportamiento meca´nico
de un material. Para ello se siguen los pasos siguientes:
Para cada proceso irreversible se definira´ una variable de estado en el que el valor de dicha
variable representa el estado del proceso irreversible.
Definir una funcio´n potencial de la que deducir las leyes de estado y la definicio´n de las
variables asociadas con las variables de estado internas.
Definir una funcio´n o potencial de disipacio´n de la que deducir las leyes de evolucio´n de
las variables de estado asociadas a cada mecanismo irreversible.
Los procesos irreversibles que consideraremos en esta Tesis Doctoral son la deformacio´n
pla´stica, el endurecimiento cinema´tico, el endurecimiento iso´tropo y el dan˜o. En la tabla 3.1
se puede ver la relacio´n entre los procesos irreversibles, las variables de estado y las variables
asociadas.
Proceso Variable Variable
irreversible de estado asociada
Plasticidad ǫ¯p −σ¯
Endurecimiento Iso´tropo r R
Endurecimiento Cinema´tico α¯ σ¯b
Dan˜o Iso´tropo D −Y
Dan˜o D¯ −Y¯
Tabla 3.1: Variables de estado y asociadas para cada uno de los procesos irreversibles
considerados
Donde para el dan˜o iso´tropo se define:
Y = σ¯ : ǫ¯e (3.24)
El potencial de disipacio´n F establecera´ las leyes de evolucio´n de las variables de estado y
debera´ ser una funcio´n convexa de las variables asociadas para asegurar el cumplimiento del
segundo principio de la termodina´mica. En la ecuacio´n 3.25 las variables de estado T y D¯ son
tenidas en cuenta pero so´lo como para´metros.
F = F (σ¯, R, σ¯b, Y¯ ; D¯, T ) (3.25)
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Para definir la funcio´n de disipacio´n en esta Tesis Doctoral seguiremos lo propuesto por J.
Lemaitre y R. Desmorat en (32), de manera que supondremos que F esta´ compuesta de tres
sumandos como se indica en la ecuacio´n 3.26. El primero de ellos corresponde a la funcio´n de
plastificacio´n f y tendra´ en cuenta principalmente el endurecimiento iso´tropo acoplado con el
endurecimiento cinema´tico. El segundo te´rmino Fσb sera´ el destinado a modelar el endurecimien-
to cinema´tico. Por u´ltimo, el te´rmino FD modelara´ el dan˜o. Ensayos cualitativos han mostrado
que los procesos irreversibles muestran poco acoplamiento de manera que supondremos que
Fσb = Fσb(σ¯b) y FD = FD(Y¯ ).
F = f + Fσb + FD (3.26)
3.4.2.1. Hipo´tesis de normalidad
La funcio´n de plastificacio´n sirve para separar el comportamiento ela´stico (f < 0) del pla´stico
(f ≥ 0). Para determinar, una vez llegado al punto de plastificacio´n, la “direccio´n” en la que
evolucionara´ la deformacio´n pla´stica, se plantea la hipo´tesis de normalidad que establece que el
incremento del tensor de deformacio´n pla´stica es proporcional a la normal de la superficie de
plastificacio´n en el espacio de las tensiones como se indica en la ecuacio´n 3.27.
dǫ¯p = dλ
∂f
∂σ¯
o ˙¯ǫp = λ˙
∂f
∂σ¯
(3.27)
Donde λ˙ es el denominado multiplicador pla´stico. Para determinar las leyes de evolucio´n de
los procesos irreversibles se generalizara´ la hipo´tesis de normalidad sustituyendo la funcio´n de
plastificacio´n por el potencial de disipacio´n y para determinar la evolucio´n de cada variables de
estado se calculara´ la derivada parcial del potencial de disipacio´n respecto a la variable asociada.
De esta forma, las leyes de evolucio´n de las variables de estado de los procesos irreversibles,
quedan formalmente escritas como:
˙¯ǫp = −λ˙ ∂F
∂(−σ¯) = λ˙
∂F
∂σ¯
(3.28)
r˙ = −λ˙∂F
∂R
(3.29)
˙¯α = −λ˙ ∂F
∂σ¯b
(3.30)
˙¯D = −λ˙ ∂F
∂(−Y¯ ) = λ˙
∂F
∂Y¯
en el caso de dan˜o aniso´tropo (3.31)
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˙¯D = −λ˙ ∂F
∂(−Y ) = λ˙
∂F
∂Y
en el caso de dan˜o iso´tropo (3.32)
Las ecuaciones 3.28 a 3.32 constituyen la hipo´tesis de normalidad generalizada para los ma-
teriales mas comunes usados en ingenier´ıa.
Una vez planteadas las bases teo´ricas sobre las que se desarrollara´ esta Tesis Doctoral pa-
saremos a concretar los te´rminos que constituyen el potencial de disipacio´n y a partir de ellos
deduciremos el conjunto de ecuaciones que permiten calcular la evolucio´n de un material some-
tido a una carga dina´mica.
3.4.2.2. Ecuaciones de la funcio´n de plastificacio´n
Como se comento´ en el apartado 3.4.2 en la ecuacio´n 3.26, un te´rmino del potencial de
disipacio´n lo constituye la funcio´n de plastificacio´n. Esta funcio´n nos permitira´ determinar la
deformacio´n pla´stica que experimentara´ un material al someterle a una carga a la vez que
tendra´ en cuenta el endurecimiento iso´tropo y su acoplamiento con el endurecimiento cinema´ti-
co. El endurecimiento iso´tropo esta´ relacionado con la densidad de las dislocaciones y representa
el crecimiento de la superficie de plastificacio´n en el espacio de las tensiones.
Muchas aplicaciones de materiales en ingenier´ıa se producen en condiciones en las que var´ıa
la temperatura y la velocidad de deformacio´n. Ejemplos de estas condiciones son el mecanizado,
el impacto o los materiales expuestos a altas cargas y temperaturas en motores. Como se ha
comentado anteriormente, los materiales muestran diferentes respuestas meca´nicas dependiendo
de la deformacio´n, la deformacio´n pla´stica acumulada, la velocidad de deformacio´n y tambie´n
de la temperatura. Ensayar un material para una aplicacio´n o un disen˜o espec´ıfico a diferentes
temperaturas y velocidades de deformacio´n para predecir su comportamiento meca´nico es un
proceso costoso en tiempo y dinero.
Con el objeto de modelar el comportamiento meca´nico de los materiales, diversos investiga-
dores han propuesto funciones de plastificacio´n para describir el comportamiento del material
como una funcio´n de la deformacio´n, la velocidad de deformacio´n y la temperatura. En general,
estas funciones de plastificacio´n definen unas superficies en el espacio de las tensiones principales
que separan la zona pla´stica de la ela´stica. Algunas de ellas, adema´s de modelar el endureci-
miento iso´tropo, incluyen el endurecimiento debido a la tensio´n viscosa que se menciono´ en 3.3,
45
3. MODELO CONSTITUTIVO
as´ı como el efecto de la temperatura. En la tabla 3.2 se encuentran algunas funciones de plasti-
ficacio´n de tipo J2 propuestas por diversos investigadores.
Autor Ecuacio´n f = σeq −R(p, p˙, T ) Para´metros
Ludwik (1909) R = (σ0 +Kp
n) σ0,K, n
Holloman (1945) R = (Kpn) K, n
Swift (1952) R = (K(p1 + p)
n) K,n, p1 =
deformacio´n previa
Voce (1948) R = (σ0 − (σ0 − σ1)e−np) σ0, σ1, n
Tome et al (1984) R = (σ0 + (σ1 + θ1p)(1− e
−
θ0p
σ1 )) σ0, σ1, θ0, θ1
Ludwingson (1971) R = (K1p
n1 + e(K2+n2p)) K1, n1,K2, n2
Gladman et R = (σ0 +K1ln(p) +K2p) σ0,K1,K2
al. (1970)
El-Magd and R = (Kpn(
p
p˙0
)m) K,n,m, p˙0
Troost (1977)
El-Magd (1977) R = ([K1(K2 + p)
n + ηp˙]e
(−
β(T − T0)
Tm
)
) K1,K2, n, η, β
Reiff et al. (1976) R = (K1 +K2(
p˙
p
)
1
m +K3
√
p) K1,K2,m,K 3
Johnson and R = ([A+Bpn][1 + Cln(
p
p˙0
)][1− (T ∗)m]) A,B,C,n,m
Cook (1983)
Cowper Symond R = ([σ0 + βEppeff
P ][1 + (
p˙p
D
)
1
P ]) σ0, β, Ep, P,D
Zerilli and R = (σ0 +K1(
p˙0
p˙
)−K3T + (
K2p
n
e−K4T
) +K5d
−
1
2 ) σ0,K1, p˙0,K3,K2,
Armstrong (1987) n,K4,K5
Tabla 3.2: Funciones de plastificacio´n de tipo J2
Estas funciones de plastificacio´n no tienen en cuenta el endurecimiento cinema´tico ni el dan˜o.
Para tener en cuenta ambos feno´menos y teniendo en cuenta la expresio´n dada en 2.5 para las
funciones de plastificacio´n de tipo J2, basta sustituir σeq por σ σbeq, donde σ σbeq se define en la
ecuacio´n 3.33. Siguiendo el principio de equivalencia de deformacio´n, el dan˜o se ha tenido
en cuenta al sustituir la tensio´n σ¯ por la tensio´n efectiva σ˜.
σ σbeq =
√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D (3.33)
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3.4.2.2.1. Ecuacio´n de Johnson Cook La mayor´ıa de las funciones de plastificacio´n de
la tabla 3.2 tienen su origen en un ajuste cualitativo de la funcio´n de plastificacio´n a los datos
experimentales. Entre ellos destaca la propuesta por Johnson y Cook (JC) por su simplicidad y
por tener en consideracio´n la influencia de la temperatura y la velocidad de deformacio´n pla´stica
acumulada.
El modelo propuesto por Johnson y Cook (JC) en 1983 es un modelo fenomenolo´gico que
no se basa en la teor´ıa de la plasticidad tradicional. Trata de reproducir varias de las respues-
tas ma´s significativas que se observan en condiciones dina´micas de carga en metales. Las tres
respuestas principales de los materiales son el endurecimiento por deformacio´n, el efectos de la
velocidad de deformacio´n y el ablandamiento te´rmico. Estos tres efectos se combinan, de una
manera multiplicativa, en la funcio´n de plastificacio´n propuesta por JC.
El modelo propuesto por JC es uno de los ma´s ampliamente usados en la simulacio´n de
problemas dominados por altas velocidades de deformacio´n. Es adema´s un modelo semiemp´ırico
en el que es relativamente fa´cil de determinar los cinco para´metros que caracterizar´ıan a un
material conforme a este modelo. Se basa en relaciones simples y desacopladas de la tensio´n de
plastificacio´n con la deformacio´n, la velocidad de deformacio´n y la temperatura.
Como se puede comprobar a partir de la expresio´n 3.35, para cada material, el modelo ne-
cesita determinar 5 constantes AJC , BJC ,CJC ,nJC y mJC . En el primer te´rmino del modelo
AJC representa la tensio´n de plastificacio´n mientras que BJCp
nJC representa el endurecimiento
iso´tropo por deformacio´n pla´stica acumulada que experimenta el material. El segundo te´rmino
representa la influencia en la tensio´n de plastificacio´n de la velocidad de deformacio´n pla´stica
acumulada. Esta influencia esta´ representada por el te´rmino CJC ln(
p˙
p˙0
). El tercer te´rmino repre-
senta el ablandamiento del material debido al incremento de temperatura. Este ablandamiento
esta´ representado por el te´rmino (T ∗)mJC donde T ∗ =
T − Tr
Tm − Tr , siendo Tr la temperatura de
referencia y Tm la temperatura de fusio´n del material.
Las constantes AJC , BJC y nJC pueden ser extra´ıdas de la curva de tensio´n-deformacio´n
obtenida a velocidades de deformacio´n cuasi-esta´ticos (suponiendo que se dan unas condiciones
isote´rmicas) a la velocidad de deformacio´n de referencia (generalmente tomado como 1s−1). La
determinacio´n de las constantes depende de la combinacio´n de datos en condiciones espec´ıficas y
su procesamiento en gra´ficos adecuados. Se necesitan al menos 3 curvas de tensio´n-deformacio´n
47
3. MODELO CONSTITUTIVO
para formar el modelo: una en condiciones cuasi-esta´ticas e isote´rmicas y dos a diferentes ve-
locidades de deformacio´n. Para el ca´lculo del te´rmino de la temperatura, se necesita una curva
adicional ma´s a una temperatura elevada.
A partir de la funcio´n de plastificacio´n propuesta por JC podemos definir la variable asociada
al endurecimiento iso´tropo como:
R = RJC = [AJC +BJCp
nJC ][1 + CJC ln(
p˙
p˙0
)][1− (T ∗)mJC ] (3.34)
De esta manera la funcio´n de plastificacio´n de Johnson Cook considerando el acoplamiento
con el endurecimiento cinema´tico y el dan˜o se puede expresar como se indica en 3.35.
fJC(σ˜, σ¯b, RJC , Y¯ ; D¯, T ) = σ σbeq(σ˜, σ¯b)−RJC(p, p˙, T ) =√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D − [AJC +BJCpnJC ][1 + CJC ln( p˙
p˙0
)][1− (T ∗)mJC ] (3.35)
En esta Tesis Doctoral, se considerara´ como funcio´n de plastificacio´n la propuesta por John-
son y Cook. En relacio´n con la aleacio´n Ti6Al4V se han realizado multitud de estudios en los
que se ha empleado el modelo de JC. En particular emplearemos los para´metros propuestos por
Meyer–Kleponis en (27).
AJC BJC CJC mJC nJC Tm
MPa MPa ◦ K
896 656 0.0128 0.8 0.5 1933
Tabla 3.3: Para´metros de Johnson Cook de la funcio´n de plastificacio´n del Ti6Al4V
3.4.2.3. Potencial de Endurecimiento Cinema´tico
El endurecimiento cinema´tico esta´ relacionado con el estado de concentracio´n de las micro-
tensiones internas del material. Representa el desplazamiento de la superficie de plastificacio´n en
la que σ¯b define el centro en cada momento del dominio ela´stico representado sobre el plano π
del espacio de las tensiones principales. Para determinar como evoluciona σ¯b, segu´n se indica en
3.30, es necesario definir el potencial Fσb con el que completar el potencial de disipacio´n definido
en 3.26. En esta Tesis Doctoral seguiremos lo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32)
de manera que el potencial del endurecimiento cinema´tico quedara´ modelado por la funcio´n no
lineal 3.36.
Fσb = Cσb(T )σ¯b : σ¯b (3.36)
En donde Cσb(T ) es una constante dependiente so´lo de la temperatura.
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3.4.2.4. Potencial de Disipacio´n asociado al Dan˜o
Hay muchas posibilidades a la hora de seleccionar una expresio´n anal´ıtica para la funcio´n FD
dependiendo de la interpretacio´n de los resultados experimentales, la aplicacio´n o situaciones en
que se empleara´ el modelo desarrollado, etc. La mejor eleccio´n debera´ basarse en aquella que
tenga el menor nu´mero posible de para´metros. El marco termodina´mico basado en el trabajo de
J. Lemaitre y R. Desmorat en (32) y utilizado en esta Tesis Doctoral establece que la evolucio´n
del dan˜o esta´ gobernado por su variable asociada Y¯ y por lo tanto el Potencial de Disipacio´n
asociado al Dan˜o (FD) debe ser una funcio´n de dicha variable. Muchos resultados experimentales
concluyen que dicho potencial tiene una dependencia no lineal con la densidad de energ´ıa ela´stica
y por tanto la variable asociada Y¯ debe ser una funcio´n de dicha densidad de energ´ıa. En esta
Tesis Doctoral seguiremos lo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat en (32) de manera que
una posible eleccio´n para FD para el dan˜o iso´tropo y aniso´tropo es la presentada en 3.37 y 3.38
respectivamente.
FD =
S
(1−D)(βD + 1)
(Y (ǫ¯e)
S
)βD+1
en el caso de dan˜o iso´tropo (3.37)
FD =
(Y (ǫ¯e)
S
)βD
Y¯ : |dǫ¯
p
dr
| en el caso de dan˜o aniso´tropo (3.38)
En donde S es una constante dependiente del material, el operador |.| aplicado a un tensor
significa el valor absoluto en te´rminos de las componentes principales y la variable Y (ǫ¯e) se
define en 3.39.
Y (ǫ¯e) = (σ˜ : ǫ¯e) =
σ˜2eq
E
(
2(1 + ν)
3
+ 3(1− 2ν)
( σ˜H
σ˜eq
)2
) (3.39)
Donde se han tenido en cuenta las expresiones 3.17, 3.18 y A.32 y se define σ˜H =
tr(σ˜)
3
.
3.4.3. Ecuaciones de Evolucio´n de las Variables de Estado
Una vez definidos todos los te´rminos que integran el potencial de disipacio´n establecido en
3.26 es posible determinar las leyes que gobiernan la evolucio´n de las variables de estado (ver
tabla 3.1) que se han tenido en cuenta en el marco termodina´mico que estamos considerando en
esta Tesis Doctoral. Estas leyes de evolucio´n son las definidas en 3.28, 3.29, 3.30, 3.31 y 3.32.
Hay que destacar que las leyes de evolucio´n que se planteara´n a continuacio´n son va´lidas para
modelos constitutivos que definan una superficie de plastificacio´n gene´rica de tipo J2, segu´n se
define en 2.5, como las listadas en la tabla 3.2.
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3.4.3.1. Endurecimiento Iso´tropo y Deformacio´n Pla´stica
Como se indico´ en 3.28 y 3.29, la evolucio´n del endurecimiento iso´tropo y la deformacio´n
pla´stica se puede calcular a partir del potencial de disipacio´n. Teniendo en cuenta la definicio´n
de la funcio´n de plastificacio´n de Johnson y Cook segu´n se expresa en 3.35 as´ı como el Potencial
de Endurecimiento Cinema´tico definido en 3.36, el Potencial de Disipacio´n asociado al Dan˜o
definido en 3.37 o 3.38 y el desarrollo indicado en D.10 se tiene:
r˙ = −λ˙∂F
∂R
= −λ˙ ∂f
∂R
= λ˙ (3.40)
˙¯ǫ
p
= λ˙
∂F
∂σ¯
= λ˙
∂f
∂σ¯
= λ˙
3
2
(H¯(σ˜ − σ¯b)DH¯)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
=
λ˙
3
2
(H¯(σ˜ − σ¯b)DH¯)D
(σ˜ − σ¯b)eq en el caso de dan˜o aniso´tropo (3.41)
˙¯ǫ
p
= λ˙
∂F
∂σ¯
= λ˙
3
2(1−D)
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq en el caso de dan˜o iso´tropo (3.42)
Donde H¯ esta´ definida en 2.24 o 2.32 segu´n corresponda al modelo de dan˜o aniso´tropo o
iso´tropo respectivamente. Definiendo las siguientes variables:
n¯X =
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq (3.43)
n¯ = (H¯n¯XH¯)D en el caso de dan˜o aniso´tropo (3.44)
n¯ =
n¯X
(1−D) en el caso de dan˜o iso´tropo (3.45)
Considerando la definicio´n de p˙, expresado en 3.5, y 3.40 se tiene:
˙¯ǫ
p
= λ˙n¯ = r˙n¯ (3.46)
p˙ = λ˙
√
2
3
n¯ : n¯ = r˙
√
2
3
n¯ : n¯ (3.47)
que para el caso de dan˜o iso´tropo queda:
p˙ = r˙
√
2
3
n¯ : n¯ = r˙
√
2
3
n¯X
(1−D) :
n¯X
(1−D) =
r˙
(1−D) (3.48)
y por tanto se tiene:
˙¯ǫ
p
= p˙
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq (3.49)
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3.4.3.2. Ecuaciones del Endurecimiento Cinema´tico
Para determinar la evolucio´n de la variable de estado α¯ consideraremos una ley de estado que
establezca una relacio´n lineal entre dicha variable y la variable asociada σ¯b al endurecimiento
cinema´tico:
Cα(T )α¯ = σ¯b (3.50)
Como se indico´ en 3.28 y 3.30 la evolucio´n del endurecimiento cinema´tico se puede calcular
a partir del potencial de disipacio´n. Teniendo en cuenta la definicio´n de la funcio´n de plastifi-
cacio´n de Johnson y Cook segu´n se expresa en 3.35 as´ı como el Potencial de Endurecimiento
Cinema´tico definido en 3.36 y el Potencial de Disipacio´n asociado al Dan˜o definido en 3.37 o
3.38 y el desarrollo indicado en D.11 se tiene:
˙¯α = −λ˙ ∂F
∂σ¯b
= −λ˙ ∂f
∂σ¯b
− λ˙∂Fσb
∂σ¯b
=
λ˙
3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
− λ˙∂(Cσb(T )σ¯b : σ¯b)
∂σ¯b
=
r˙
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq − r˙2Cσb(T )σ¯b (3.51)
Teniendo en cuenta 3.43 y 3.50 se tiene:
d(
σ¯b
Cα(T )
)
dt
= r˙m¯ (3.52)
Donde se ha definido m¯ como:
m¯ =
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq − 2Cσb(T )σ¯b = n¯
X − 2Cσb(T )σ¯b (3.53)
Es importante destacar que tanto σ¯b como α¯ son tensores desviadores ya que por definicio´n
n¯X es desviador y se asume que inicialmente σ¯b(t = 0) = 0¯.
En esta Tesis Doctoral asumiremos que Cα(T ) y Cσb(T ) son constantes que no dependen de
la temperatura y por tanto 3.52 se puede expresar como:
˙¯σb
Cα
= r˙
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq − 2Cσbσ¯b (3.54)
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Para la determinacio´n de los para´metros que definen el endurecimiento cinema´tico se ha
recurrido a lo publicado por otros autores, en particular a lo indicado por Boyce y Chen en
(10). Teniendo en cuenta la diferencia de las expresiones empleadas en esta Tesis Doctoral y las
utilizadas por Boyce y Chen y su correspondiente equivalencia, los valores de los para´metros
referentes al endurecimiento cinema´tico son las indicadas en la tabla 3.4.
Cα(MPa) Cσb(MPa
−1)
0.92e5 3.4511e-3
Tabla 3.4: Para´metros de Endurecimiento Cinema´tico del Ti6Al4V
3.4.3.3. Ecuaciones de Dan˜o
Como se indico´ en 3.31 y 3.32 la evolucio´n del Dan˜o se calcula a partir del potencial de
disipacio´n. Teniendo en cuenta la definicio´n de la funcio´n de plastificacio´n de Johnson y Cook
segu´n se expresa en 3.35 as´ı como el Potencial de Endurecimiento Cinema´tico definido en 3.36
y el Potencial de Disipacio´n asociado al Dan˜o definido en 3.37 o 3.38 se tiene:
˙¯D = λ˙
∂F
∂Y¯
= λ˙
∂FD
∂Y¯
= λ˙
(Y
S
)βD |dǫ¯p
dr
| = r˙
(Y
S
)βD |dǫ¯p
dr
| =(Y
S
)βD | ˙¯ǫp| en el caso de dan˜o aniso´tropo (3.55)
D˙ = λ˙
∂F
∂Y
= λ˙
∂FD
∂Y
= λ˙
1
(1−D)
(Y
S
)βD
=
r˙
(1−D)
(Y
S
)βD
=
p˙
(Y
S
)βD
en el caso de dan˜o iso´tropo (3.56)
3.4.4. Disipacio´n de Energ´ıa
La comprensio´n del acoplamiento entre la deformacio´n pla´stica y la evolucio´n de la tem-
peratura es un asunto clave en los procesos que involucran la deformacio´n a alta velocidad de
deformacio´n. Este entendimiento permitira´ conseguir una prediccio´n fiable del campo de tempe-
raturas y el ablandamiento te´rmico asociado. Ejemplos de aplicaciones en las que son necesarios
modelos precisos para la generacio´n de calor incluyen el mecanizado de alta velocidad, la pene-
tracio´n bal´ıstica, aquellos procesos en los que aparecen las denominadas bandas adiaba´ticas de
cortadura, crecimiento dina´mico de microvac´ıos, etc..
Cuando los metales experimentan grandes deformaciones pla´sticas, se generan cantidades
significativas de calor. Si el proceso de deformacio´n es lo suficientemente ra´pido, la generacio´n
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de calor provoca grandes aumentos de temperatura ya que no hay tiempo para conducir el calor
fuera de la zona de deformacio´n. En estos casos, las condiciones pueden ser asumidas como esen-
cialmente adiaba´ticas. Incluso a velocidades de deformacio´n moderadas, la deformacio´n pla´stica
a menudo puede ser tratada como esencialmente adiaba´tica si el coeficiente de transferencia de
calor es pequen˜o. El aumento de la temperatura causa ablandamiento te´rmico en el metal y
modifica sus propiedades meca´nicas y prestaciones.
En el modelo constitutivo propuesto en esta Tesis Doctoral, y para el caso de dan˜o iso´tropo, el
segundo principio de la termodina´mica, escrito como la desigualdad Clausius-Duhem, establece:
σ¯ : ˙¯ǫp + Y D˙ − w˙s − q¯∇T
T
≥ 0 (3.57)
Esto significa que la disipacio´n de energ´ıa debido al trabajo pla´stico σ¯ : ˙¯ǫp mas la disipacio´n
debida al dan˜o o deterioro del material Y D˙ menos la energ´ıa almacenada w˙s mas la energ´ıa
te´rmica ( q¯ es el flujo de calor) es transformado en calor.
De acuerdo a 3.57 cada feno´meno irreversible considerado en el modelo constitutivo del
material constituye una fuente de disipacio´n de energ´ıa. En esta Tesis Doctoral los dos feno´menos
irreversibles que se tendra´n en cuenta son el dan˜o y el trabajo pla´stico. Teniendo en cuenta la
relacio´n entre tensio´n efectiva y la tensio´n de Cauchy 2.34, asumiendo el modelo de dan˜o iso´tropo,
la disipacio´n de potencia asociada a la deformacio´n pla´stica es:
W p = (1−D) σ˜ : ˙¯ǫ
p
ρ
(3.58)
Por otro lado, la disipacio´n de potencia asociada al dan˜o es:
WD =
Y D˙
ρ
(3.59)
La disipacio´n de potencia espec´ıfica total es la suma de ambas disipaciones espec´ıficas de
potencia:
W Tot =
σ¯ : ˙¯ǫp + Y D˙
ρ
(3.60)
No todo el trabajo meca´nico realizado durante el proceso de deformacio´n pla´stica en los
metales es transformada en calor, parte de este trabajo meca´nico es almacenado en la micro-
estructura del material. La energ´ıa almacenada es una caracter´ıstica esencial del denominado
estado de trabajo fr´ıo, y representa el cambio en la energ´ıa interna del metal. Debe sen˜alarse
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que la energ´ıa almacenada de trabajo fr´ıo permanece en el material despue´s de la eliminacio´n
de cargas externas.
Es generalmente aceptado que la mayor´ıa de la energ´ıa meca´nica se disipa en forma de
calor durante la deformacio´n pla´stica. La fraccio´n de la potencia pla´stica disipada en forma
de calor ηQT se asume generalmente como un para´metro constante que suele estar en torno
al 90% para la mayor´ıa de los metales. Asumiendo un comportamiento adiaba´tico (el flujo de
calor es despreciable frente a la potencia disipada) y so´lo se consideran como fuentes de calor la
disipacio´n de potencia asociado a la deformacio´n pla´stica y al dan˜o, el calentamiento del material
se determina por la siguiente ecuacio´n:
cvT˙ ρ = ηQT (σ¯ : ˙¯ǫ
p + Y D˙) (3.61)
Donde ρ es la densidad, cv es el calor espec´ıfico y ηQT es el coeficiente de Quinney-Taylor.
Para la evolucio´n de la temperatura, asumiendo un comportamiento adiaba´tico y teniendo en
cuenta 2.34, 3.49, 3.56 y 3.61, se tiene:
cvT˙ ρ = p˙ηQT
(
(1−D)3
2
σ˜ : (σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq + Y
(Y
S
)βD)
(3.62)
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Este Cap´ıtulo se centra en el desarrollo de un algoritmo nume´rico eficiente, basado en la
integracio´n de las leyes de la evolucio´n totalmente acopladas con el modelo de dan˜o establecidas
en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo. Este algoritmo nume´rico reduce el conjunto de inco´gnitas
tensoriales y escalares considerados en las ecuaciones constitutivas a un sistema de ecuaciones
no lineales compuesto de tres ecuaciones escalares y tres inco´gnitas escalares. Aunque todo el
desarrollo del algoritmo nume´rico es independiente de la funcio´n de plastificacio´n de tipo J2, se
particularizara´ para la aplicacio´n del modelo de Johnson-Cook que se utilizara´ en la aplicacio´n y
posterior validacio´n del algoritmo nume´rico. Adema´s, en esta seccio´n se propone un conjunto de
constantes y para´metros que transforman el problema formulado en un problema adimensional
cuyas variables f´ısicas son de un orden de magnitud unidad. Finalmente se muestra el procedi-
miento de resolucio´n implementado dentro de la subrutina de usuario VUMAT correspondiente
al sistema de ecuaciones que se indican en 4.3 Recopilacio´n de Ecuaciones. Adicionalmente, se
formula la expresio´n para el Operador Tangente Consistente necesario para esquemas de inte-
gracio´n impl´ıcita en elementos finitos.
4.1. Introduccio´n
Las ecuaciones planteadas en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales. Para su resolucio´n es necesario recurrir a te´cnicas de integra-
cio´n nume´ricas. En este tipo de problemas, la resolucio´n por el me´todo de los elementos finitos
se ha mostrado como un medio eficaz capaz de proporcionar soluciones aproximadas va´lidas
permitiendo ana´lisis cuantitativos y cualitativos de gran valor.
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La eficiencia de la integracio´n nume´rica de las ecuaciones constitutivas tiene un impacto
directo sobre la eficiencia global de la resolucio´n por el me´todo de los elementos finitos. Esto
es particularmente cierto cuando se trata de modelos constitutivos complejos como el planteado
en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo. El uso de modelos constitutivos complejos puede requerir
un incremento dra´stico de los tiempos de ca´lculo.
La manera de resolver estos sistema de ecuaciones en los que existe un total acoplamiento
del dan˜o con el resto de variables meca´nicas afecta considerablemente tanto a la precisio´n como
al coste computacional. Para abordar la resolucio´n de estos modelos constitutivos se pueden
considerar tres algoritmos de integracio´n con diferentes niveles de acoplamiento entre el dan˜o y
el resto de variables meca´nicas. Los tres niveles de acoplamiento que se pueden establecer son:
El primero llamado desacoplado consiste en calcular el dan˜o en cada paso de tiempo de
integracio´n conforme a sus leyes de evolucio´n pero sin hacerlo intervenir en el resto de
ecuaciones. Para ello se resuelven todas las ecuaciones excepto la de evolucio´n del dan˜o
de manera iterativa en cada paso del tiempo pero sin tener en cuenta el dan˜o y una vez
resueltas todas las inco´gnitas se resuelve la ecuacio´n de evolucio´n del dan˜o. Este me´todo
es el menos preciso pues no tiene en cuenta el deterioro progresivo del material y su
influencia en la respuesta meca´nica del mismo. Por otro lado, es el me´todo ma´s ra´pido
computacionalmente.
El segundo me´todo denominado semiacoplado consiste en resolver todas las ecuaciones
excepto la de evolucio´n del dan˜o de manera iterativa pero considerando en cada paso
de tiempo que el dan˜o es el calculado en el paso de tiempo anterior. Una vez resueltas
esas ecuaciones se calcula la evolucio´n del dan˜o teniendo en cuenta las nuevas variables
calculadas en el paso de tiempo actual. Este me´todo de integracio´n es ma´s preciso que el
anterior ya que incorpora el deterioro progresivo del material si bien no lo hace de forma
completa y es ligeramente menos ra´pido que el anterior.
El tercer me´todo denominado totalmente acoplado consiste en resolver simulta´neamente
todas las ecuaciones constitutivas para cada iteracio´n y para cada paso de tiempo. Este
me´todo de integracio´n es el ma´s preciso de todos ya que resuelve de manera totalmente
acoplada todas las ecuaciones del modelo constitutivo pero con un coste computacional
considerablemente superior debido al acoplamiento de todas sus ecuaciones e inco´gnitas.
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En esta Tesis Doctoral emplearemos el co´digo de elementos finitos ABAQUS que ofrece a
sus usuarios la posibilidad de desarrollar subrutinas de co´digo con las que implementar mode-
los constitutivos del material no ofrecidos por la aplicacio´n. Para problemas no estacionarios,
ABAQUS ofrece la subrutina VUMAT que permite la implementacio´n de modelos constitutivos
del material para su posterior integracio´n nume´rica temporal. Para cada elemento en que se ha
discretizado el material y cada incremento de tiempo (δt) la subrutina VUMAT proporciona,
entre otras variables, como entradas:
El incremento de tiempo del ciclo de integracio´n actual (∆tn+1))
El incremento del tensor de deformaciones correspondiente al ciclo de integracio´n actual
(∆ǫ¯(tn+1)).
Las temperaturas del ciclo de integracio´n actual y del anterior (T (tn+1) y T (tn)). Si bien
T (tn+1) puede ser modificada por el usuario y ser a la vez una variable de salida, como
sucede en el caso de suponer que el problema es adiaba´tico.
El tensor de tensiones correspondiente al ciclo de integracio´n anterior (σ¯(tn)).
La energ´ıa interna almacenada del ciclo de integracio´n anterior.
La energ´ıa disipada del ciclo de integracio´n anterior.
Las variables de salida que se deben calcular son:
Opcionalmente la temperatura del ciclo de integracio´n actual (T (tn+1)).
El tensor de tensiones correspondiente al ciclo de integracio´n actual (σ¯(tn+1)).
La energ´ıa interna almacenada del ciclo de integracio´n actual.
La energ´ıa disipada del ciclo de integracio´n actual.
Con este conjunto de variables es posible plantear un esquema de integracio´n nume´rico
basado en un Euler impl´ıcito.
4.2. Principio de Objectividad
Uno de los principios fundamentales que todas las ecuaciones constitutivas tienen que satis-
facer es el principio de objetividad o la indiferencia respecto al sistema de referencia. De acuerdo
con este principio, las ecuaciones constitutivas deben ser invariantes ante un cambio de sistema
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de referencia. Siguiendo el principio de indiferencia frente al sistema de referencia, cualquier
propiedad o magnitud f´ısica utilizada para establecer las ecuaciones constitutivas tiene que ser
descrita por los correspondientes tensores de esas propiedades de manera que cumplan la regla
de transformacio´n, denominada transformacio´n objetiva, entre los diferentes sistemas de coor-
denadas. En esta seccio´n se muestra una breve explicacio´n sobre el gradiente de deformaciones
y las velocidades de deformacio´n as´ı como su relacio´n con el principio de objetividad.
Las leyes de la evolucio´n que se describen en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo indican la
variacio´n temporal de las propiedades meca´nicas expresadas como derivadas temporales de un
tensor o un escalar. La integracio´n de esas expresiones requiere la seleccio´n adecuada de una
derivada objetiva, ya que la solucio´n aportada por los co´digos de elementos finitos es dependiente
de la derivada objetiva seleccionada y especialmente si se incluye el endurecimiento cinema´tico
en las ecuaciones constitutivas como revelaron los trabajos de Lehmann (31) y Nagtegaal y De
Jong (36). Esos trabajos demostraron la obtencio´n de resultados f´ısicamente imposibles, cuando
se utilizaba la derivada objetiva de Jaumann, al integrar modelos constitutivos acoplados con el
endurecimiento cinema´tico. En este sentido, la subrutina de usuario VUMAT proporcionada por
ABAQUS/Explicit considera una derivada objetiva, la de Green-Naghdi, que por el momento
no ha mostrado resultados incoherentes cuando se incluye el endurecimiento cinema´tico entre
las ecuaciones constitutivas.
4.2.1. Gradiente de deformacio´n y velocidades de deformacio´n
Se considera que X¯ y X¯+dX¯ son dos part´ıculas materiales infinitesimalmente cercanas en la
configuracio´n de referencia y x¯ y x¯+dx¯ son las mismas part´ıculas materiales infinitesimalmente
cercanas en la configuracio´n actual. El gradiente de deformacio´n F¯ se define a partir de la
siguiente expresio´n:
dx¯ = F¯ dX¯ (4.1)
Se puede demostrar que F¯ puede descomponerse de manera u´nica de la siguiente manera:
F¯ = R¯U¯ = V¯ R¯ (4.2)
Donde R¯ es un tensor ortogonal, es decir (detR¯ = 1) denominado rotacio´n, y U¯ y V¯ son
matrices sime´tricas definidas positivas. Esto se conoce como la descomposicio´n polar. U¯ y V¯ se
denominan tensor de alargamiento por derecha e izquierda, respectivamente. La primera des-
composicio´n representa que la deformacio´n total se compone de un alargamiento, representado
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por la matriz U¯ , seguido de una rotacio´n como so´lido r´ıgido, representada por la matriz R¯.
La segunda descomposicio´n considera la deformacio´n total como la rotacio´n R¯ seguida de un
alargamiento V¯ .
Para el mismo par de part´ıculas de material mencionadas anteriormente, la diferencia entre
sus velocidades espaciales es:
dv¯ =
∂v¯
∂x¯
dx¯ = l¯dx¯ = l¯F¯ dX¯ (4.3)
donde l¯ esta definido por:
l¯=
∂v¯
∂x¯
(4.4)
Se puede descomponer l¯ en sus partes sime´tricas y antisime´tricas:
l¯=
1
2
(l¯+ l¯T ) +
1
2
(l¯− l¯T ) = d¯+ ω¯ (4.5)
La parte sime´trica de l¯ es el tensor de velocidad de deformacio´n d¯ definido como:
d¯=
1
2
[
∂v¯
∂x¯
+
(
∂v¯
∂x¯
)T]
(4.6)
La parte antisime´trica de l¯ es el tensor de rotacio´n ω¯ asociado al gradiente de velocidad del
material definido como:
ω¯ =
1
2
[
∂v¯
∂x¯
−
(
∂v¯
∂x¯
)T]
(4.7)
4.2.2. Derivada Objetiva
Muchos de los materiales utilizados en ingenier´ıa presentan un comportamiento que depende
del estado de cargas al que ha sido sometido en el pasado, y por tanto sus ecuaciones constitutivas
esta´n formuladas en funcio´n de derivadas temporales. En particular, las ecuaciones constitutivas
para feno´menos no reversibles tienen que ser formuladas como la relacio´n entre las derivadas
temporales de las correspondientes variables asociadas a los feno´menos no reversibles y la ten-
sio´n y las variables internas. Por lo tanto, las derivadas temporales de los tensores utilizados
en las ecuaciones constitutivas tienen que ser objetivas y las propiedades meca´nicas deben ser
descritas por un u´nico conjunto de ecuaciones independientes de la configuracio´n y/o rotacio´n
relativa entre el material y los observadores.
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En la formulacio´n del modelo constitutivo de so´lidos sometidos a grandes deformaciones,
que por lo general implica relaciones entre la tensio´n y velocidades de deformacio´n, es necesario
tener en cuenta el efecto de la rotacio´n de material. Una rotacio´n espacial como so´lido r´ıgido se
puede describir como un tensor de segundo orden Q cumpliendo las siguientes relaciones:
QQT = QTQ = 1¯ (4.8)
y
detQ = 1 (4.9)
Dado que QQT = 1¯ es fa´cil demostrar que Q˙QT es antisime´trico:
QQT = 1¯ =⇒ Q˙QT = −QQ˙T = −(Q˙QT )T (4.10)
Un vector v¯ y un tensor A¯ se dice que son objetivos si cumplen con la siguiente regla de
transformacio´n:
v¯+ = Qv¯ (4.11)
A¯
+
= QA¯QT (4.12)
Para un tensor de segundo orden A¯ que se transforma de manera objetiva, se puede demostrar
que su derivada temporal ˙¯A
+
en general no es objetiva:
˙¯A
+
= Q˙A¯QT +Q ˙¯AQT +QA¯Q˙T (4.13)
Ahora consideremos un tensor A¯ cuyas componentes esta´n asociados con unas direcciones
espaciales. En un instante dado t consideremos unir a un sistema de referencia una base vectorial,
b¯i (i = 1, 2, 3). Estos vectores no se pueden estirar, pero esta´n ligados al sistema de referencia de
modo que giran solidariamente con e´l. Podemos escribir el tensor en te´rminos de sus componentes
como:
A¯ij = Aij b¯ib¯
T
j (4.14)
En este caso las derivadas temporales de la base vectorial pueden calcularse conforme a las
siguientes expresiones:
˙¯bi = Ω¯b¯i =⇒ ˙¯b
T
i = b¯
T
i Ω¯
T (4.15)
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donde Ω¯ es un tensor de giro antisime´trico asociado a la rotacio´n del sistema de referencia.
Por lo tanto la derivada temporal del tensor A¯ es:
˙¯Aij = A˙ij b¯ib¯
T
j +Aij
˙¯bib¯
T
j +Aij b¯i
˙¯b
T
j = A˙ij b¯ib¯
T
j +AijΩ¯b¯ib¯
T
j +Aij b¯ib¯
T
j Ω¯
T =
A˙ij b¯ib¯
T
j + Ω¯Aij b¯ib¯
T
j − Aij b¯ib¯Tj Ω¯ (4.16)
Que en notacio´n tensorial puede ser expresada como:
˙¯A = ¯˙A+ Ω¯A¯− A¯Ω¯ (4.17)
Los te´rminos segundo y tercero de la derivada temporal de A¯ son debidos al giro como so´lido
r´ıgido, mientras que el primer te´rmino es la parte de A¯ causado por otros efectos (en el caso
de la tensio´n, la derivada temporal asociada a la respuesta constitutiva), llamada la derivada
corrotacional de A¯. Por lo tanto la derivada corrotacional de un tensor A¯ se define por:
¯˙
A = ˙¯A+ A¯Ω¯− Ω¯A¯ (4.18)
Muchas derivadas objetivas, aunque no todas, pueden expresarse como 4.18 eligiendo Ω¯ de
manera que ¯˙A se transforme de manera objetiva conforme a la regla de transformacio´n 4.12.
Como sen˜alo´ Hughes (24), dado una Ω¯ podemos generar un grupo de rotaciones Sde tal manera
que:
S˙= Ω¯S St=0 = 1¯ (4.19)
Teniendo en cuenta que SST = STS= 1¯ y que Ω¯ es un tensor antisime´trico elegido de forma
que ¯˙A se transforma de manera objetiva puede demostrarse, Doghri (15), la siguiente relacio´n:
˙¯AS = S
T ( ˙¯A+ A¯Ω¯− Ω¯A¯)S= ST ¯˙AS =⇒ ¯˙A = S ˙¯ASST (4.20)
donde
A¯S = S
T A¯S (4.21)
Esto significa que una expresio´n complicada de la derivada de un tensor ¯˙A se puede calcu-
lar a partir de una simple derivada temporal del tensor rotado asociado ˙¯AS de acuerdo con la
rotacio´n S definida anteriormente.
En cuanto a la meca´nica de so´lidos deformables, mientras que todas las variables de estado
obedezcan la regla de transformacio´n objetiva, para las derivadas temporales se tienen que adop-
tar los tensores pertinentes que obedezcan la regla de transformacio´n objetiva independiente de
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la rotacio´n de material. Adema´s, tienen que ser magnitudes f´ısicas capaces de describir las de-
rivadas temporales de las propiedades meca´nicas teniendo en cuenta la rotacio´n de material. La
derivada corrotacional de tensores objetivos es una candidata apropiada para ser derivadas obje-
tivas debido a que garantizan que cualquier rotacio´n r´ıgida superpuesta no tienen efecto alguno
sobre ellos. Por lo tanto, con el fin de describir la respuesta del material independientemente
de las rotaciones como so´lido r´ıgido, se debe utilizar la derivada corrotacional de los tensores
y consecuentemente el uso de modelos constitutivos expresados en te´rminos de la derivada co-
rrotacional es de gran importancia en meca´nica de so´lidos y, en particular, en la deformacio´n
pla´stica de materiales.
En el pasado se han presentado numerosas derivadas objetivas, ver Truesdell y Toupin (49).
Teniendo en cuenta la existencia de un gran nu´mero de derivadas objetivas se plantea la cuestio´n
de si todas ellas son igualmente adecuadas. Varios trabajos han demostrado la influencia de la
derivada objetiva en los resultados, mostrando que para algunas de estas derivadas objetivas
y en determinados casos aparecen feno´menos espureos inesperados conocidos como oscilaciones
de cortadura. En los co´digos de elementos finitos se usan ampliamente las derivadas objetivas
de Jaumann y de Green-Naghdi. La derivada objetiva de Jaumann se define por las siguientes
relaciones:
˙¯A∇J
S
= ( ˙¯A+ A¯ω¯ − ω¯A¯) (4.22)
donde ω¯ es el tensor de giro asociado al gradiente de velocidad del material l¯ tal como fue
definido en 4.7. La derivada objetiva de Green-Naghdi se define por las siguientes relaciones:
˙¯A∇GN
S
= ˙¯A+ A¯( ˙¯RR¯
T
)− ( ˙¯RR¯T )A¯ (4.23)
donde R¯ es la rotacio´n procedente de la descomposicio´n polar del gradiente de deformacio´nt
F¯ definido en 4.2.
Lehmann (31) fue el primero en revelar que el modelo termoviscopla´stico de tipo J2 acoplado
con el modelo de endurecimiento cinema´tico de Prager podr´ıa predecir, utilizando la derivada
objetiva de Jaumann, una respuesta oscilante en la tensio´n de cortadura bajo una deformacio´n
de cortadura simple progresando monotonamente. Diez an˜os ma´s tarde, este feno´meno fue re-
descubierto por Nagtegaal y De Jong (36). Nagtegaal y De Jong evaluaron nume´ricamente un
esfuerzo cortante simple utilizando la derivada objetiva de Jaumann en un modelo constitutivo
que inclu´ıa el endurecimiento cinema´tico lineal propuesto por Prager. Se encontraron con una
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tensio´n de cortadura oscilatoria como respuesta a una deformacio´n de cortadura monotonamente
creciente lo que es f´ısicamente poco razonable. Tales resultados tan poco fiables pueden tener
efectos considerablemente negativos en la descripcio´n de las deformaciones elastopla´sticas.
La derivada objetiva de Jaumann se sol´ıa utilizar antes de la publicacio´n de Nagtegaal y De
Jong y desde entonces se han hecho extensos debates y estudios para clarificar este feno´meno.
Se han sugerido diversas derivadas objetivas como alternativas plausibles a la de Jaumann como
las derivadas objetivas de Green- Naghdi o las derivadas de Lie. Se ha encontrado que el uso
de la derivada objetiva de Green-Naghdi produce una respuesta razonable con una tensio´n de
cortadura mono´tona. Por otro lado, cuando se ha usado la derivada objetiva de Green-Naghdi
para el estudio de un u´nico ciclo de deformacio´n recuperando la forma original una sola vez,
los resultados han mostrado magnitudes de la tensio´n residual consideradas aceptables para pe-
quen˜as deformaciones.
El esquema de integracio´n nume´rica propuesto que se presentara´ en las secciones siguientes,
se ha implementado en el co´digo comercial de elementos finitos ABAQUS/Explicit y su validez
y prestaciones se han demostrado a trave´s de la simulacio´n nume´rica de casos de impacto a
alta velocidad. Como se comento´ anteriormente ABAQUS/Explicit permiten definir el modelo
constitutivo de un material desde un punto de vista meca´nico por medio de la subrutina de
usuario VUMAT. En esta subrutina de usuario, todas las tensiones, deformaciones, estiramientos
y variables de estado se definen segu´n la orientacio´n de los ejes locales del material. Estos ejes
locales del material forman una base que se usa para almacenar las componentes de la tensio´n y
deformacio´n. Esto representa un sistema de coordenadas corrotacional en el que la base gira con
el material. En particular, para operar con el tensor de tensiones al definir el comportamiento
meca´nico del material, la subrutina de usuario VUMAT utiliza la derivada objetiva de Green-
Naghdi. Por lo tanto, en este trabajo las derivadas temporales relativas al modelo constitutivo
correspondientes al endurecimiento cinema´tico e iso´tropo y el dan˜o se expresara´n conforme a la
derivada objetiva de Green-Naghdi y por tanto se omitira´n los super´ındices que hacen referencia
a dicha derivada objetiva (∗∇GN ).
4.3. Recopilacio´n de Ecuaciones
Como se puede comprobar a partir de lo indicado en 3.4.3.1 Endurecimiento Iso´tropo y Defor-
macio´n Pla´stica y en 3.4.3.3 Ecuaciones de Dan˜o el modelo de dan˜o aniso´tropo es bastante ma´s
complejo que el modelo de dan˜o iso´tropo. A pesar de esta gran diferencia entre ambos modelos
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de dan˜o, el procedimiento de integracio´n nume´rica planteado por J. Lemaitre y R. Desmorat en
(32) es similar requiriendo en ambos casos construir e invertir una matriz Jacobiana de 28x28,
todo ello dentro de un esquema nume´rico basado en un me´todo de Euler impl´ıcito en el que para
cada incremento de tiempo se plantea un me´todo de Newton-Raphson como proceso iterativo.
En cada iteracio´n es necesario construir e invertir dicha matriz Jacobiana con el consiguiente
coste computacional. Es por ello que en esta Tesis Doctoral nos centraremos en el modelo de
dan˜o iso´tropo para el que plantearemos un esquema nume´rico de integracio´n ma´s eficiente que
el planteado por J. Lemaitre y R. Desmorat en (32).
A continuacio´n, y antes de plantear el esquema de resolucio´n, se resume el conjunto de
ecuaciones planteadas en el Cap´ıtulo 3 Modelo Constitutivo que permiten calcular la evolucio´n
de las variables meca´nicas y te´rmicas.
˙¯ǫ = ˙¯ǫp + ˙¯ǫe + ˙¯ǫT (4.24)
˙¯ǫT = αT˙ 1¯ (4.25)
˙˜σ = C : ˙¯ǫe (4.26)
σ˜ =
1
1−D σ¯ (4.27)
˙¯ǫ
p
= p˙
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq (4.28)
f = (σ˜ − σ¯b)eq −R(p, p˙, T, ...) = 0 (4.29)
˙¯σb = p˙(1−D)3Cα
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq − 2CαCσbσ¯b (4.30)
D˙ =

 p˙
((σ˜ : ǫ¯e)
S
)βD
if p ≥ pD
0 if p < pD
(4.31)
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cvT˙ ρ = p˙ηQT
(
(1−D)3
2
σ˜ : (σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq +
(σ˜ : ǫ¯e)βD+1
SβD
)
(4.32)
Donde se ha tenido en cuenta que p˙ =
r˙
(1−D) para el modelo de dan˜o iso´tropo, que C se
define en 3.16 y que Y (ǫ¯e) = (σ˜ : ǫ¯e).
En total tenemos seis inco´gnitas tensoriales (σ˜, σ¯, ǫ¯T , ǫ¯p, ǫ¯e, σ¯b) y tres inco´gnitas escalares
(D, T y p) para las que contamos con seis ecuaciones tensoriales 4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 4.28 y
4.30 y tres ecuaciones escalares 4.29, 4.31 y 4.32. No obstante la inco´gnita tensorial σ¯ se puede
resolver con la ecuacio´n 4.27 una vez calculada σ˜ y D.
4.4. Algoritmo de Resolucio´n
Para resolver este sistema de ecuaciones es conveniente desarrollar un algoritmo de integra-
cio´n nume´rica adecuado para ser incorporado a cualquiera de los co´digos de elementos finitos
disponibles. Como se comento´ en 4.3 el sistema de ecuaciones a resolver esta´ compuesto de seis
inco´gnitas tensoriales y tres inco´gnitas escalares para las que contamos con seis ecuaciones ten-
soriales y tres ecuaciones escalares. El problema que plantean J. Lemaitre y R. Desmorat en (32)
es similar al planteado en 4.3 con la excepcio´n de que no consideran la disipacio´n de energ´ıa y
su transformacio´n en calor por lo que la temperatura no es una inco´gnita del problema. Para
resolver este problema, J. Lemaitre y R. Desmorat (32) reducen el problema a resolver inicial-
mente un sistema de 3 ecuaciones tensoriales y una ecuacio´n escalar para determinar 3 inco´gnitas
tensoriales (deformacio´n ela´stica ǫ¯e, la variable asociada al endurecimiento cinema´tico α¯ y el
dan˜o D¯ que incluso para el caso iso´tropo es modelado como un tensor de segundo orden) y una
inco´gnita escalar (la variable asociada al endurecimiento iso´tropo r). Una vez determinadas estas
inco´gnitas es inmediato resolver las restantes inco´gnitas. La resolucio´n de tal sistema requiere el
ca´lculo de una matriz Jacobiana de dimensio´n 28x28 y su correspondiente inversa, ambas para
cada ciclo de iteracio´n hasta lograr la convergencia y para cada incremento de tiempo. Resolver
tal sistema de ecuaciones no lineales es, desde un punto de vista de tiempo de ca´lculo, bastante
costoso.
Contrariamente al esquema sugerido por J. Lemaitre y R. Desmorat, en lugar de proponer un
procedimiento de resolucio´n incluyendo todas las variables tensoriales y escalares, en esta Tesis
Doctoral se aprovecha la simplicidad del modelo de dan˜o iso´tropo para reducir el problema a
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resolver un sistema de tres ecuaciones escalares con tres inco´gnitas escalares como se muestra
en lo siguiente. Si la hipo´tesis de problema adiaba´tico no es va´lida, el flujo de calor y el campo
de temperatura deben ser calculados por el co´digo de elementos finitos y el problema se reduce
a un sistema de dos ecuaciones escalares con dos inco´gnitas tambie´n escalares. A partir de esas
variables escalares se resuelven de manera inmediata el resto de inco´gnitas.
Haciendo algunas operaciones algebraicas sencillas se llega a la expresio´n:
˙¯ǫe = ˙¯ǫ− αT˙ 1¯− ˙¯ǫp (4.33)
˙˜σ = C : ( ˙¯ǫ− αT˙ 1¯− ˙¯ǫp) (4.34)
Teniendo en cuenta que ˙¯ǫp 4.28 es un tensor desviador y la definicio´n del tensor ela´stico
iso´tropo lineal C 3.16 se tiene:
˙˜σ = ˙˜σǫ − 3KαT˙ 1¯− 2G ˙¯ǫp (4.35)
Donde ˙˜σǫ = C : ˙¯ǫ. La parte desviadora de ˙˜σ es:
˙˜σD = ˙˜σǫ
D − 2G ˙¯ǫp (4.36)
Dado que σ¯b es desviador, a partir de 4.28, 4.30 y 4.36 obtenemos:
( ˙˜σ − ˙¯σb)D = ˙˜σǫD − (2G+ Cα(1−D))p˙3
2
(σ˜ − σ¯b)D
(σ˜ − σ¯b)eq + 2CαCσb(1−D)p˙σ¯b (4.37)
Para la integracio´n nume´rica del problema plantearemos un modelo nume´rico basado en un
Euler impl´ıcito adaptado a las restricciones de la subrutina VUMAT de Abaqus. M. Ortiz y E.P.
Popov (40) estudiaron algoritmos de integracio´n generalizando los me´todos trapezoidales y del
punto medio y encontraron en particular que el esquema de Euler impl´ıcito ofrece estabilidad
incondicional y una buena precisio´n. Con el fin de integrar estas ecuaciones en el tiempo, nos
hemos basado en la metodolog´ıa general del predictor ela´stico/corrector de pla´stico- (algoritmo
de retorno radial), basado en el esquema Euler impl´ıcito, extendiendo su uso para acoplar las
ecuaciones de evolucio´n del dan˜o, el endurecimiento cinema´tico y la temperatura.
Algunas variables intermedias y expresiones que se usan a lo largo de los siguientes desarro-
llos se encuentran en el Ape´ndice B. En lo siguiente usaremos los sub´ındices n y n+ 1 para hacer
referencia a los instantes tn y tn+1 = tn+∆tn+1 respectivamente. Asumiremos que la magnitud
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∆ǫ¯n+1 es un dato de entrada al problema nume´rico y actuara´ como un para´metro del algoritmo
nume´rico propuesto.
Integrando 4.30 entre los instantes tn y tn+1 obtenemos:
σ¯bn+1 = σ¯bn + Cα(1−Dn+1)∆pn+1
[3
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
− 2Cσb σ¯bn+1
]
(4.38)
De donde podemos extraer σ¯bn+1 :
σ¯bn+1 =
σ¯bn +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
Bn+1
(4.39)
Donde Bn+1 esta´ definido en B.7. Integrando 4.37 entre los instantes tn y tn+1 obtenemos:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1 =
(σ˜ − σ¯b)Dn +∆σ˜ǫn+1D − (2G+ Cα(1−Dn+1))∆pn+1
3
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
+
2CαCσb(1 − Dn+1)∆pn+1σ¯bn+1 (4.40)
Sustituyendo en 4.40 la expresio´n de σ¯bn+1 obtenida en 4.39 llegamos a:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1 =
(σ˜ − σ¯b)Dn + C : ∆ǫ¯n+1D − (2G+ Cα(1−Dn+1))∆pn+1
3
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
+
2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
σ¯bn +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
Bn+1
(4.41)
Haciendo algunas operaciones algebraicas 1 podemos extraer (σ˜ − σ¯b)Dn+1 como:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1 =
(σ˜ − σ¯b)eqn+1Σ¯n+1
((σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1 +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
)
(4.42)
Donde Σ¯n+1 esta´ definido en B.8. La ecuacio´n 4.42 muestra claramente la proporcionalidad
entre (σ˜ − σ¯b)Dn+1 y Σ¯n+1 y por tanto se puede establecer la relacio´n 4.43:
Σ¯n+1
Σeqn+1
=
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
(4.43)
1ver D.19 a D.22 para ma´s detalles
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Donde Σeqn+1 se define en B.9. Por u´ltimo podemos calcular (σ˜ − σ¯b)eqn+1 a partir de 4.42
como:
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 =
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1 +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
Σeqn+1 (4.44)
Y extraer (σ˜ − σ¯b)eqn+1 como una funcio´n de las inco´gnitas ∆pn+1, Dn+1 y el para´metro de
entrada ∆ǫ¯n+1:
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 = Σeqn+1 − 3G∆pn+1 −
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
(4.45)
Introduciendo la expresio´n 4.45 en la funcio´n de plastificacio´n 4.29 y asumiendo las siguientes
aproximaciones:
p˙n+1 =
∆pn+1
∆tn+1
(4.46)
pn+1 = pn +∆pn+1 (4.47)
Tn+1 = Tn +∆Tn+1 (4.48)
obtenemos:
fn+1 = Σeqn+1 − 3G∆pn+1 −
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
−
R(pn + ∆pn+1,
∆pn+1
∆tn+1
, Tn + ∆Tn+1, ...) = 0 (4.49)
Donde se puede comprobar que la expresio´n 4.49 es una funcio´n de ∆pn+1, Dn+1, ∆Tn+1 y
del para´metro de entrada ∆ǫ¯n+1. Por otro lado, integrando 4.28 entre los instantes tn y tn+1 y
teniendo en cuenta 4.43 obtenemos:
ǫ¯pn+1 = ǫ¯
p
n +∆pn+1
3
2
Ω¯n+1 (4.50)
Donde Ω¯n+1 se define en B.10. Integrando 4.33 entre los instantes tn y tn+1 y teniendo en
cuenta 4.50 obtenemos:
ǫ¯en+1 = ǫ¯
e trial
n+1 − α∆Tn+11¯−∆pn+1
3
2
Ω¯n+1 (4.51)
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Donde ǫ¯e trialn+1 se define en B.1. Por otro lado las expresiones para σ˜n+1 y σ¯n+1 se pueden
deducir a partir de 4.35 y 4.27 respectivamente:
σ˜n+1 = σ˜
trial
n+1 − 3Kα∆Tn+11¯− 2G∆pn+1
3
2
Ω¯n+1 (4.52)
σ¯n+1 = σ˜n+1(1−Dn+1) (4.53)
Donde σ˜trialn+1 esta´ definido en B.2.
A partir de las expresiones 4.51, 4.52 y teniendo en cuenta que Ω¯n+1 es un tensor desviador
junto con la definicio´n del tensor ela´stico iso´tropo lineal C 3.16 nos permite calcular Yn+1 =
1
2
σ˜n+1 : ǫ¯
e
n+1
1 como:
Yn+1 = Y
trial
n+1 − 6Kα∆Tn+1tr(ǫ¯e trialn+1 )+
K(3α∆Tn+1)
2 + 3G∆p2n+1 −∆pn+1Λn+1 (4.54)
Donde Y trialn+1 se ha definido en B.6 y Λn+1 se define en B.11. La expresio´n 4.54 muestra que
Yn+1 es una funcio´n de ∆pn+1, Dn+1, ∆Tn+1 y del para´metro de entrada ∆ǫ¯n+1.
Integrando 4.31 entre los instantes tn y tn+1 obtenemos:
Dn+1 = Dn +∆pn+1
(Yn+1
S
)βD
(4.55)
Por lo tanto la expresio´n 4.55 es una funcio´n de ∆pn+1, Dn+1, ∆Tn+1 y el para´metro de
entrada ∆ǫ¯n+1. Con respecto a la evolucio´n de la temperatura, integrando 4.32 entre los instantes
tn y tn+1 y teniendo en cuenta 4.52
2 obtenemos:
cv∆Tn+1ρn+1 = ηQT∆pn+1
[
(1−Dn+1)
(Λn+1
2
− 3G∆pn+1
)
+
Y βD+1n+1
SβD
]
(4.56)
Para un ca´lculo adecuado de ρn+1, seguimos lo establecido por R. Zaera y J. Ferna´ndez-Sa´ez
(58) y por tanto:
ρn+1 ≈ ρ0
det(F¯n+1)
≈ ρ0
1 + tr(ǫ¯n+1)
(4.57)
1ver D.26 para ma´s detalles
2ver D.27 y D.28 para ma´s detalles
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Donde F¯n+1 es el tensor del gradiente de deformacio´n en el instante tn+1. A partir de la
ecuacio´n 4.56 tenemos:
∆Tn+1 =
ηQT∆pn+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
[
(1−Dn+1)
(Λn+1
2
− 3G∆pn+1
)
+
Y βD+1n+1
SβD
]
(4.58)
A partir del desarrollo anterior podemos obtener un sistema de tres ecuaciones escalares
4.49, 4.55 y 4.58 con tres inco´gnitas escalares Dn+1, ∆pn+1 y ∆Tn+1, donde debe tenerse en
cuenta que las variables intermedias Bn+1 B.7, Y
trial
n+1 B.6, Yn+1 4.54, Σeqn+1 B.9 y Λ¯n+1 B.11
son todas ellas dependientes de dichas inco´gnitas. Este conjunto de ecuaciones constituye un
sistema de ecuaciones no lineal que requiere un procedimiento de resolucio´n iterativa en cada
paso de tiempo. El procedimiento iterativo que seguimos en esta Tesis Doctoral esta basado en
el me´todo de Newton-Raphson. De acuerdo a este me´todo, definiremos un vector residual:
R¯ad =


Rf
RD
RT

 (4.59)
donde:
Rf = Σeqn+1 − 3G∆pn+1 −
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
−
R(pn + ∆pn+1,
∆pn+1
∆tn+1
, Tn + ∆Tn+1, ...) (4.60)
RD =


Dn+1 −Dn −∆pn+1
(Yn+1
S
)βD
if pn ≥ pD
Dn+1 −Dn −∆p∗n+1
(Yn+1
S
)βD
if pn < pD < pn+1
0 if pn+1 < pD
(4.61)
RT = ∆Tn+1 − ηQT∆pn+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
(1−Dn+1)
(Λn+1
2
− 3G∆pn+1
)
+

ηQT∆pn+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
Y βD+1n+1
SβD
if pn ≥ pD
ηQT∆p
∗
n+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
Y βD+1n+1
SβD
if pn < pD < pn+1
0 if pn+1 < pD
(4.62)
donde ∆p∗n+1 = pn +∆pn+1 − pD.
Llevar a cabo la integracio´n a lo largo del tiempo de este sistema de ecuaciones no lineal equi-
vale a alcanzar la convergencia local definida por ||R¯|| < error admisible para un incremento
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dado de la deformacio´n ∆ǫ¯n+1 a trave´s de la correccio´n de las tres inco´gnitas Dn+1, ∆pn+1 y
∆Tn+1. Siguiendo el me´todo de Newton-Raphson, es necesario linealizar el sistema de ecuaciones
y en consecuencia calcular la siguiente matriz Jacobiana 4.63, donde los super´ındices k + 1 y k
se refieren al nu´mero de iteracio´n:
Jkad =


(∂Rf
∂∆p
)k
n+1
(∂Rf
∂D
)k
n+1
( ∂Rf
∂∆T
)k
n+1(∂RD
∂∆p
)k
n+1
(∂RD
∂D
)k
n+1
(∂RD
∂∆T
)k
n+1(∂RT
∂∆p
)k
n+1
(∂RT
∂D
)k
n+1
(∂RT
∂∆T
)k
n+1

 (4.63)
Este procedimiento permite linealizar el sistema como se muestra en 4.64:
R¯
k+1
ad = R¯
k
ad + Jad
k


∆pk+1n+1 −∆pkn+1
Da
k+1
n+1 −Dakn+1
∆T k+1n+1 −∆T kn+1

 = 0¯ (4.64)
Y calcular los valores de las tres inco´gnitas en la iteracio´n k + 1 como:

∆pk+1n+1
Dk+1n+1
∆T k+1n+1

 =


∆pkn+1
Dkn+1
∆T kn+1

−
(
Jkad
)−1
R¯
k
ad (4.65)
En aquellos casos en los que la transferencia de calor es relevante y por tanto la suposicio´n
de comportamiento adiaba´tico no sea va´lida, la temperatura y el incremento de temperatura
(∆Tn+1) suelen ser calculados por los co´digos de elementos finitos y por tanto el sistema de
ecuaciones se reduce a dos ecuaciones escalares 4.49 y 4.55 con dos inco´gnitas escalares (Dn+1,
∆pn+1). En consecuencia, la matriz Jacobiana para el caso no adiaba´tico se reduce a 4.66:
Jkn−ad =


(∂Rf
∂∆p
)k
n+1
(∂Rf
∂D
)k
n+1(∂RD
∂∆p
)k
n+1
(∂RD
∂D
)k
n+1

 (4.66)
Y el valor de las dos inco´gnitas en la iteracio´n k + 1 se calcula como:{
∆pk+1n+1
Dk+1n+1
}
=
{
∆pkn+1
Dkn+1
}
−
(
Jkn−ad
)−1
R¯
k
n−ad (4.67)
donde:
R¯n−ad =
{
Rf
RD
}
(4.68)
La matriz Jacobiana definida previamente en 4.63 corresponde al caso general en el que ya
ha aparecido el dan˜o (pkn+1 > pD), en caso contrario la matriz Jacobiana se simplifica como sigue
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4.69:
Jkad−nD =


(∂Rf
∂∆p
)k
n+1
( ∂Rf
∂∆T
)k
n+1(∂RT
∂∆p
)k
n+1
(∂RT
∂∆T
)k
n+1

 (4.69)
Y el valor de las dos inco´gnitas en la iteracio´n k + 1 se calcula como :{
∆pk+1n+1
∆T k+1n+1
}
=
{
∆pkn+1
∆T kn+1
}
−
(
Jkad−nD
)−1
R¯
k
ad−nD (4.70)
donde:
R¯ad−nD =
{
Rf
RT
}
(4.71)
o para el caso de condiciones no adiaba´ticas y sin la aparicio´n todavia de dan˜o, la matriz
Jacobiana se reduce a un u´nico te´rmino:
Jkn−ad−nD =
(∂Rf
∂∆p
)k
n+1
(4.72)
Con lo que el valor de la u´nica inco´gnita ∆pn+1 para la iteracio´n k + 1 se calcula como:
∆pk+1n+1 = ∆p
k
n+1 −
1
Jkn−ad−nD
R
k
fn+1
(4.73)
Las expresiones para los distintos te´rminos de la matriz Jacobiana pueden encontrarse en el
Ape´ndice C Matriz Jacobiana.
4.5. Particularizacio´n para el modelo de Johnson-Cook
Como puede verse en el desarrollo anterior, el algoritmo nume´rico es va´lido para una amplia
gama de posibles funciones de plastificacio´n, siendo la u´nica restriccio´n que se pueda expresar
como se muestra en 2.5 como es el caso de todas las mostradas en la tabla 3.2. Con el fin de
incluir en un co´digo de elementos finitos el algoritmo nume´rico que se desarrollo´ anteriormen-
te es necesario escoger una funcio´n de plastificacio´n. En esta Tesis Doctoral hemos elegido el
modelo propuesto por G.R. Johnson y W. H. Cook en 1983 (25) que se describe en 3.4.2.2.1.
Hay relaciones de endurecimiento ma´s sofisticadas, pero la propuesta por Johnson y Cook es
probablemente la ma´s ampliamente documentada entre aquellas que tienen en cuenta la defor-
macio´n pla´stica, la velocidad de deformacio´n pla´stica y efectos de la temperatura. Se han hecho
numerosos esfuerzos en el pasado para determinar los valores de los para´metros para un gran
nu´mero de materiales meta´licos y es por ello que nos permite realizar simulaciones nume´ricas
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basadas en para´metros realistas. La expresio´n de la funcio´n de plastificacio´n se encuentra en
3.35. Conforme a la discretizacio´n nume´rica seguida en esta Tesis Doctoral se tiene:
RJCn+1 = (4.74)

[AJC +BJC(pn +∆pn+1)
nJC ][1 + CJC ln(
∆pn+1
∆tn+1p˙0
)]
[1− θmJCn+1 ] if p˙ > p˙0
[AJC +BJC(pn +∆pn+1)
nJC ][1− θmJCn+1 ] if p˙ < p˙0
(4.75)
donde θn+1 lo hemos definido como:
θn+1 =
(Tn +∆Tn+1 − Tr)
(Tm − Tr) (4.76)
Esto permite calcular R,∆pn+1 y R,∆Tn+1 e introducirlos dentro de los te´rminos de la Matriz
Jacobiana referenciados en C.1 y C.3 respectivamente:
R,∆pn+1 = 

(
BJCnJC(pn +∆pn+1)
nJC−1[1 + CJC ln(
∆pn+1
∆tn+1p˙0
)]+
[AJC +BJC(pn +∆pn+1)
nJC ]
CJC∆tn+1
∆pn+1
)
[1− θmJCn+1 ] if p˙ > p˙0
BJCnJC(pn +∆pn+1)
nJC−1[1− θmJCn+1 ] if p˙ < p˙0
(4.77)
R,∆Tn+1 = 

−[AJC +BJC(pn +∆pn+1)nJC ][1 + CJC ln( ∆pn+1
∆tn+1p˙0
)]
mJC
θmJC−1n+1
(Tm − Tr) if p˙ > p˙0
−[AJC +BJC(pn +∆pn+1)nJC ]mJC
θmJC−1n+1
(Tm − Tr) if p˙ < p˙0
(4.78)
4.5.1. Operador Tangente Consistente
Como se comento´ anteriormente emplearemos el co´digo de elementos finitos ABAQUS. Este
co´digo ofrece dos versiones ABAQUS/Explicit y ABAQUS/Standard. ABAQUS/Explicit integra
las ecuaciones dina´micas de equilibrio siguiendo un esquema de integracio´n basado en un Euler
expl´ıcito (forward Euler) en el que las inco´gnitas del problema (valores en el instante tn+1)
se obtienen de manera explicita a partir de valores ya conocidos (valores en el instante tn).
ABAQUS/Explicit esta´ recomendado para analizar los siguientes tipos de problemas:
Ana´lisis de problemas dina´micos a alta velocidad (corta duracio´n)
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Ana´lisis de problemas cuasi-esta´ticos no lineales
Ana´lisis de problemas con discontinuidades o inestabilidades como el pandeo o el colapso
de estructuras
Ana´lisis de problemas dina´micos con acoplamiento de temperaturas y desplazamientos,
etc.
Por su parte, ABAQUS/Standard esta´ recomendado para analizar los siguientes tipos de
problemas:
Ana´lisis de problemas esta´ticos lineales y no lineales
Ana´lisis de problemas dina´micos lineales
Ana´lisis de problemas dina´micos no lineales de baja velocidad (respuesta de baja frecuen-
cia)
Ana´lisis de problemas cuasi-esta´ticos con acoplamiento de temperaturas y desplazamientos.
Ana´lisis de transferencia de calor no lineal, etc.
Segu´n el fabricante, ABAQUS/Standard no esta´ recomendado para el ana´lisis de problemas
en los que se esperan encontrar discontinuidades significativas en la solucio´n como es el caso
de los problemas de impacto o corte. Por ello, para el ana´lisis del problema de impacto con el
que queremos validar el algoritmo de integracio´n propuesto emplearemos ABAQUS/Explicit y
la subrutina VUMAT.
No obstante, para otros tipos de problemas puede estar recomendado el uso de ABA-
QUS/Standard y la subrutina UMAT en cuyo caso es necesario calcular el Operador Tangente
Consistente por lo que a continuacio´n mostraremos su deduccio´n si bien no ha sido ni imple-
mentado ni validado.
Para la solucio´n nume´rica de problemas en medios continuos usando el me´todo de Newton-
Raphson en ecuaciones de equilibrio global es necesario calcular en cada punto de integracio´n
el mo´dulo tangente. Para alcanzar la convergencia parabo´lica del me´todo Newton-Raphson es
conveniente usar el algoritmo denominado Operador Tangente Consistente con el esquema de
integracio´n nume´rico. El valor del Operador Tangente Consistente depende del algoritmo usado
para la integracio´n de las ecuaciones constitutivas y es, habitualmente, diferente del llamado
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mo´dulo tangente elastopla´stico.
En el modelado nume´rico de la integracio´n de las ecuaciones constitutivas, las inconsistencias
entre los procedimientos nume´ricos globales y los locales son las causas principales de las inefi-
ciencias computacionales y de las inestabilidades. La incorporacio´n en la meca´nica computacional
del Operador Tangente Consistente (global) junto con el algoritmo de integracio´n basado en el
retorno radial (local) se ha mostrado que proporciona una convergencia de integracio´n ra´pida,
precisa y eficiente a la hora de establecer modelos nume´ricos para la integracio´n de las ecuaciones
constitutivas de los so´lidos.
El siguiente desarrollo se centrara´ en el caso ma´s general, esto es, asumiendo que se cumple
la condicio´n de problema adiaba´tico y que el dan˜o ya se ha iniciado, es decir que en cada paso
de integracio´n es necesario determinar las tres inco´gnitas del problema (Dn+1, pn+1 y Tn+1).
El problema no adiaba´tico y las etapas iniciales en las que la aparicio´n del dan˜o todav´ıa no se
ha iniciado, son casos simplificados del desarrollo que se muestra ma´s abajo. Por simplicidad se
omitira´n las referencias al paso del tiempo en que nos encontramos (sub´ındice (∗)n+1).
A continuacio´n se muestra una expresio´n expl´ıcita del Operador Tangente Consistente. El
objetivo es estimar como la solucio´n encontrada se ve afectada por pequen˜as perturbaciones
en los para´metros de entrada, en nuestro caso debido a pequen˜as perturbaciones del tensor
de deformaciones (δ∆ǫ¯). Para lograr este objetivo, el primer paso es linealizar el tensor de
tensiones alrededor del valor calculado del tensor de tensiones σ˜0. Para ello se debe realizar una
linealizacio´n de 4.52 permitiendo pequen˜os cambios (δυ¯T = (δ∆p, δD, δ∆T )) en las variables de
la solucio´n y pequen˜os cambios en los para´metros de entrada (δ∆ǫ¯).
σ˜ = σ˜0 + C : (I¯ −∆p3
2
∂(Ω¯)
∂∆ǫ¯
) : δ∆ǫ¯− C :
(3
2
(Ω¯ + ∆p
∂Ω¯
∂∆p
),∆p
3
2
∂Ω¯
∂D
, α1¯
)
δυ¯ (4.79)
De una manera similar, el segundo paso es linealizar el vector de residuos alrededor de la
solucio´n calculada (υ¯T = (∆p,D,∆T )) tal y como se muestra aqu´ı abajo:
R¯ad = R¯ad0 +
∂R¯ad
∂∆ǫ¯
: δ∆ǫ¯T +
∂R¯ad
∂υ¯
δυ¯ (4.80)
∂R¯ad
∂υ¯
=


∂R¯f
∂υ¯
∂R¯D
∂υ¯
∂R¯T
∂υ¯


=


∂R¯f
∂∆p
∂R¯f
∂D
∂R¯f
∂∆T
∂R¯D
∂∆p
∂R¯D
∂D
∂R¯D
∂∆T
∂R¯T
∂∆p
∂R¯T
∂D
∂R¯T
∂∆T
)


= Jad (4.81)
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∂R¯ad
∂∆ǫ¯
= (
∂R¯f
∂∆ǫ¯
,
∂R¯D
∂∆ǫ¯
,
∂R¯T
∂∆ǫ¯
) (4.82)
donde R¯ad0 = 0¯ es el vector de residuos en la solucio´n calculada. La solucio´n del problema
“perturbado” se alcanza cuando R¯ad = 0¯ y por tanto las variables de la solucio´n “perturbada”
esta´n relacionadas con las variables de entrada como se indica a continuacio´n:
δυ¯ = −
(∂R¯ad
∂υ¯
)−1
(
∂R¯ad
∂∆ǫ¯
: δ∆ǫ¯) = −
(
Jad
)−1
(
∂R¯ad
∂∆ǫ¯
: δ∆ǫ¯) (4.83)
Incluyendo en 4.79 la expresio´n obtenida en 4.83 llegamos a:
σ˜ = σ˜0 + C : (I¯ −∆p3
2
Ω¯,∆ǫ¯ + M¯) : δ∆ǫ¯ (4.84)
donde M¯ es un tensor de cuarto orden resultante de la multiplicacio´n de :
M¯ =
(3
2
(Ω¯ + ∆pΩ¯,∆p),∆p
3
2
Ω¯,D, α1¯
)(
Jad
)−1(∂Rf
∂∆ǫ¯
,
∂RD
∂∆ǫ¯
,
∂RT
∂∆ǫ¯
)
(4.85)
Por tanto, el Operador Tangente Consistente puede ser expresado como:
M¯OTC = C : (I¯ −∆p3
2
Ω¯,∆ǫ¯ + M¯) (4.86)
La expresio´n de los tensores de segundo orden correspondientes a cada te´rmino de
∂R¯ad
∂∆ǫ¯
son:
∂Rf
∂∆ǫ¯
=
∂(Σeq − 3G∆p− 3Cα(1−D)∆p
2B
−R(p, ∆p
∆t
, T, ..))
∂∆ǫ¯
= Σeq,∆ǫ¯ (4.87)
∂RD
∂∆ǫ¯
=


−βD∆p
S
(Y
S
)βD−1
Y,∆ǫ¯ if pn ≥ pD
−βD∆p
∗
S
(Y
S
)βD−1
Y,∆ǫ¯ if pn < pD < pn+1
0¯ if p < pD
(4.88)
∂RT
∂∆ǫ¯
= −ηQT∆p(1 + tr(ǫ¯))
cvρ0
[
(1−D)
(Λ,∆ǫ¯
2
)
+ (βD + 1)
(Y
S
)βD
Y,∆ǫ¯
]
−
ηQT∆p
cvρ0
[
(1 −D)
(Λ
2
− 3G∆p
)
+
Y βD+1
SβD
]
1¯ 1 (4.89)
1ver D.38 para ma´s detalles
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Para clarificar la definicio´n de M¯ 4.85, los te´rminos resultantes de la multiplicacio´n de ma-
trices expresados segu´n la notacio´n de ı´ndices son:
Mijkl = PijmJ
−1
admn
∂Rnkl (4.90)
donde:
Pij1 =
3
2
(Ω¯ + ∆pΩ¯,∆p)ij (4.91)
Pij2 = ∆p
3
2
(Ω¯,D)ij (4.92)
Pij3 = αδij (4.93)
∂R1kl =
(∂Rf
∂∆ǫ¯
)
kl
(4.94)
∂R2kl =
(∂RD
∂∆ǫ¯
)
kl
(4.95)
∂R3kl =
(∂RT
∂∆ǫ¯
)
kl
(4.96)
4.6. Adimensionalizacio´n de las Ecuaciones
Como puede verse a partir de las secciones anteriores, el vector residual se compone de tres
componentes cada uno de ellos haciendo referencia a diferentes magnitudes f´ısicas (tensio´n, dan˜o
y temperatura) y cada una con un orden de magnitud diferente. La primera proviene de la fun-
cio´n de plastificacio´n (Rf ) cuyas dimensiones y orden de magnitud de una aleacio´n de metal
comu´n son el Giga Pascal (109Pa). La segunda proviene de la evolucio´n del dan˜o de (RD) que
es adimensional y cuyo orden de magnitud es la unidad. La tercera proviene de la evolucio´n de
la temperatura (RT ) cuyas dimensiones y orden de magnitud de una aleacio´n de metal comu´n
son cientos de grados cent´ıgrados (102 ◦C).
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Este hecho requiere un ana´lisis adecuado que convierta fa´cilmente el vector residual y to-
das las ecuaciones necesarias para el procedimiento de resolucio´n en un sistema de ecuaciones
adimensional y cuyo orden de magnitud sea la unidad. De este modo se reducira´n los errores
nume´ricos derivados de las operaciones matema´ticas entre te´rminos de orden de magnitud dispar.
Esto se puede lograr a trave´s de un cambio apropiado en los para´metros y constantes empleadas
para definir las ecuaciones constitutivas. Teniendo en cuenta que los te´rminos de (Rf ) cuando
se alcanzan las condiciones de deformacio´n pla´stica son del orden de magnitud de AJC y los
cambios esperados de temperatura son del orden de magnitud que Tm−Tr, estas magnitudes son
va´lidas para una transformacio´n adimensional adecuada del sistema de ecuaciones. Por lo tanto,
sustituyendo en las expresiones anteriores los para´metros y las constantes de los materiales por
los correspondientes adimensionales (∗dl) tal como se expresan a continuacio´n, permitira´ obtener
un sistema de ecuaciones adimensional y cuyo orden de magnitud es la unidad:
Kdl =
K
AJC
Gdl =
G
AJC
λLdl =
λL
AJC
Cαdl =
Cα
AJC
Cσbdl = CσbAJC
AJCdl =
AJC
AJC
= 1 BJCdl =
BJC
AJC
Sdl =
S
AJC
αdl = α(Tm − Tr)
Tmdl =
Tm
Tm − Tr Trdl =
Tr
Tm − Tr T0dl =
T0
Tm − Tr
cvdl =
cvρ0(Tm − Tr)
AJC
ρ0dl =
ρ0
ρ0
= 1
(4.97)
4.7. Procedimiento de Resolucio´n
La resolucio´n del sistema de ecuaciones presenta dos ramas en dos ecuaciones. La primera
ecuacio´n que presenta una rama esta´ relacionada con la evolucio´n del dan˜o y esta´ condicionada
a alcanzar la deformacio´n pla´stica acumulada el valor umbral pD tal como se expresa en 4.31. La
segunda ecuacio´n que muestra una rama esta´ relacionada con el endurecimiento isotro´po cuando
se utiliza la relacio´n de Johnson-Cook como funcio´n de plastificacio´n. Las diferentes expresiones
de la funcio´n de endurecimiento y de evolucio´n del dan˜o conducen a una discontinuidad en sus
derivadas y en la propia funcio´n de plastificacio´n f , que tiene que ser considerado cuidadosa-
mente para una correcta implementacio´n en un co´digo de elementos finitos.
Como se ha sen˜alado anteriormente, nos hemos basado en la metodolog´ıa general del predictor
ela´stico/corrector pla´stico (algoritmo de retorno radial) basado en un Euler impl´ıcito como
esquema nume´rico en el que se ha extendido su uso para acoplar las ecuaciones de evolucio´n del
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dan˜o, el endurecimiento cinema´tico y la temperatura. A continuacio´n se resumen los pasos para
lograr una correcta implementacio´n en un co´digo de elementos finitos:
PASO 0. Inicializar. Solo al comienzo del primer paso de tiempo.
PASO 0.1. Calcular las magnitudes adimensionales indicadas en 4.97. Estos para´metros
adimensionales sera´n empleados en lugar de los para´metros con dimensiones a lo largo de
todo el co´digo. Esto solo se debe realizar una vez.
PASO 0.2. Inicializar las variables para todos los elementos finitos. ǫ¯e0 = 0¯, σ˜0 = 0¯, T0 = Tr,
σ¯0 = 0¯, σ¯b0 = 0¯, p0 = 0, D0 = 0, etc.
PASO 1. Predictor Ela´stico. Comprobar la condicio´n de deformacio´n ela´stica o pla´stica.
Suponiendo pn+1 = pn, ∆pn+1 = 0, Dn+1 = Dn, ∆Tn+1 = 0 y Tn+1 = Tn, entonces se
calcula:
B.1, B.2, B.3, B.4, B.5, B.6, B.7, B.9, 4.75 y 4.60.
Si Rf ≤ 0 entonces la prediccio´n de estado de deformacio´n ela´stico es correcta. Ir al PASO
3.0. Si Rf > 0 entonces la prediccio´n de estado de deformacio´n ela´stico es incorrecta, se
han alcanzado la condicio´n de deformacio´n pla´stica y por tanto se debe comenzar con el
proceso iterativo.
PASO 2. Corrector Pla´stico. Proceso iterativo.
PASO 2.0.1. Como conjunto inicial de valores estimados de las inco´gnitas se asignara´n a
υ¯T = (∆p,D,∆T ) = (0, Dn, 0)
T
PASO 2.1. Dependiendo de la validez de la suposicio´n de problema adiaba´tico y en funcio´n
de la rama aplicable (pn+1 respecto pD para el dan˜o o pn+1 respecto a p0∆tn+1 para
la funcio´n de plastificacio´n de Johnson-Cook) a la iteracio´n en cursos, calcular segu´n
aplicabilidad:
B.7, B.9, B.11, B.12, B.13, 4.54, 4.75, 4.60, 4.61 y 4.62
PASO 2.2. Comprobar el error admisible. Construir el vector de residuos y calcular su
mo´dulo, esto es el error actual:
error = ‖4,64‖ o error = ‖4,68‖ o error = ‖4,60‖ segu´n aplique.
Si error < Max Error Admisible ir al PASO 3.0, en caso contrario continuar con el
PASO 2.3.
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PASO 2.3. Calcular los te´rminos de la Matriz Jacobiana. Calcular:
B.14, B.15, B.16, 4.77, 4.78, C.1, C.2, C.3, C.4, C.5, C.6, C.7, C.8 y C.9
PASO 2.4. Construir e invertir la Matriz Jacobiana aplicable en cada momento:
4.63 o 4.66 o 4.69 o 4.72
PASO 2.5. Calcular los nuevos valores para ∆pn+1, Dn+1 y ∆Tn+1 de acuerdo a:
4.65 o 4.67 o 4.70 o 4.73
y seguir con el PASO 2.1.
PASO 3.0. Actualizar el tensor de tensiones y las variables de estado teniendo en cuenta
la transformacio´n de adimensionalizacio´n hecha y por lo tanto multiplicar la tensio´n y
el endurecimiento cinema´tico por AJC y la temperatura por (Tm − Tr). Si Dn+1 ≥ Dc
entonces eliminar el elemento. Igualmente si Tn+1 se aproxima a la temperatura de fusio´n
(Tm) tambie´n se debe eliminar el elemento. Calcular:
B.7, B.8, B.9, B.10, B.11, 4.52, 4.53, 4.39, 4.47, 4.48, 4.51 y opcionalmente 4.50.
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5Ensayos de impacto sobre Ti 6Al-4V
En esta seccio´n se describen las pruebas experimentales y los trabajos realizados para la
calibracio´n y validacio´n de los para´metros del modelo de dan˜o.
Asimismo para la evaluacio´n, validacio´n y comparacio´n de los modelos de fallo descritos en
el Cap´ıtulo 2.4 Criterios de Fallo se han realizado una serie de ensayos de impacto destinados a
determinar la velocidad residual de un proyectil al impactar sobre una placa. Para ello se han
realizado ensayos a diferentes velocidades de impacto determina´ndose en cada caso la velocidad
residual con la que sale el proyectil. El ajuste de los para´metros de los diferentes modelos de fallo
se ha realizado de forma que las simulaciones nume´ricas se aproximen a los resultados obtenidos
experimentalmente. En esta seccio´n se describen las propiedades que caracterizan al material
objeto de ensayo y las pruebas y resultados experimentales que se han obtenido.
5.1. El Titanio y sus aleaciones
El titanio es el cuarto metal (tras el hierro, el aluminio y el magnesio) ma´s abundante de
la corteza terrestre con un 0,63% en peso. Desde un primer momento, ha sido clasificado como
metal ligero, a pesar de que su densidad de 4,51 g/cm3 es casi el doble de la del aluminio.
Debido a su acusada afinidad por el ox´ıgeno, el titanio se cubre de una fin´ısima pel´ıcula de
o´xido a temperatura ambiente. Gracias a esta delgada pel´ıcula es resistente a la corrosio´n, tanto
en ambientes salinos como en contacto con disoluciones a´cidas. Esta caracter´ıstica la comparte
con el aluminio, si bien la proteccio´n que proporciona la pel´ıcula protectora del titanio es muy
superior. Tiene una elevada temperatura de fusio´n (1668 ◦C). Se caracteriza por poseer dos
formas alotro´picas diferentes:
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Fase α: hasta 882◦C, con una estructura hexagonal compacta (HCP).
Fase β: por encima de 882◦C, experimenta una transformacio´n alotro´pica hacia una es-
tructura cu´bica centrada en el cuerpo (BCC) permaneciendo estable hasta el punto de
fusio´n. La transformacio´n anterior tambie´n permite la existencia conjunta de las dos fases,
α y β.
Figura 5.1: Diagramas de fase de las aleaciones de titanio
El titanio es el u´nico metal ligero que presenta polimorfismo pasando de una estructura
hexagonal compacta (fase α) a una microestructura cu´bica centrada en el cuerpo (fase β). En
equilibrio, la estructura β es inestable a temperaturas menores a 882◦C, descomponie´ndose de
nuevo a fase α, al enfriar el titanio por debajo de la temperatura de transicio´n. Esta trans-
formacio´n ofrece la posibilidad de obtener aleaciones con microestructura de tipo α, β o α-β
dependiendo de los elementos aleantes que estabilizan una u otra fase.
El diferente comportamiento frente a la deformacio´n de los dos tipos de redes permite dis-
poner de un metal resistente y poco deformable a temperatura ambiente (fase α) y fa´cilmente
deformable si, mediante un calentamiento, se obtiene la red cu´bica (fase β). Sin embargo, su baja
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conductividad te´rmica (una sexta parte de la de los aceros) origina problemas de calentamientos
locales, y dificulta los tratamientos te´rmicos.
Los elementos aleantes del titanio se pueden clasificar como, estabilizadores de la fase α, de
la fase β, o neutros. Los elementos estabilizadores de α (Al, O, N, C, Ga), llevan la fase α hasta
altas temperaturas, mientras que los estabilizadores de la fase β (Mo, V, Ta, Nb, Fe, Mn, Cr,
Co, Ni, Cu, H, W) llevan la fase β hacia bajas temperaturas. Los elementos Si, Sn y Zr son
considerados como aleantes neutros.
La resistencia del titanio es relativamente baja, pero puede aumentarse, disminuyendo su
plasticidad, diluyendo otros elementos en su red cristalina al presentar una gran facilidad para
la formacio´n de soluciones so´lidas. Las propiedades meca´nicas del titanio dependen de su pureza.
El titanio puro es muy du´ctil y su resistencia a la traccio´n es relativamente baja. Se puede elevar
su resistencia, a expensas de disminuir su plasticidad, disolviendo otros elementos en la red del
titanio. El ox´ıgeno y el nitro´geno, cuando esta´n disueltos en el titanio, proporcionan una mayor
resistencia, lo que no ocurre cuando se hallan en forma de o´xidos. El orden de magnitud de la
solubilidad intersticial de estos elementos en el titanio es mayor que en otros metales, lo que
hace que la influencia de estos elementos en las propiedades meca´nicas sea notable. Por esto se
definen varios grados de titanio comercialmente puro en funcio´n del contenido de estos elementos
(ox´ıgeno, hidro´geno, nitro´geno y carbono) que controlan su resistencia y fragilidad, y el hierro,
que controla su resistencia a la corrosio´n.
Debido a su resistencia y baja densidad y a que puede aguantar temperaturas relativamente
altas, las aleaciones de titanio se emplean en la industria aerona´utica para fabricar componentes
del tren de aterrizaje, las puertas anti-incendios, los a´labes del compresor y los revestimientos
de los motores a reaccio´n entre otras aplicaciones. Tambie´n se puede encontrar en distintos
productos deportivos, como palos de golf, raquetas de tenis, bicicletas, etc. Debido a su gran
resistencia a la corrosio´n, se puede emplear en plantas desalinizadoras y en partes de barcos que
esta´n en contacto directo con el agua de mar como pueden ser las he´lices. Adema´s, el titanio y
sus aleaciones presentan una excelente biocompatibilidad.
Las aleaciones de titanio se dividen en cuatro grandes grupos segu´n sus caracter´ısticas me-
talu´rgicas ba´sicas: aleaciones α, aleaciones casi α, aleaciones α-β y aleaciones β.
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Aleaciones α: Este grupo contiene elementos estabilizadores de la fase α, a veces en combi-
nacio´n con elementos neutros, y por lo tanto tienen una microestructura similar a la de la fase
α. Una de tales aleaciones monofa´sica es el Ti-5Al-2.5Sn, que esta´ disponible comercialmente.
La aleacio´n tiene excelentes propiedades de traccio´n y fluencia desde temperatura ambiente a
temperaturas elevadas de hasta 300 ◦C. Las aleaciones α se utilizan principalmente en aplica-
ciones que requieren una elevada resistencia a la corrosio´n y tambie´n en aplicaciones crioge´nicas.
Aleaciones casi α: Estas aleaciones contiene mayoritariamente elementos estabilizadores
de la fase α y so´lo contienen cantidades limitadas de elementos estabilizadores de la fase β. Se
caracterizan por una microestructura que consiste mayoritariamente en la fase α y conteniendo
so´lo pequen˜as cantidades de fase β. Las aleaciones Ti-8Al-1Mo-IV y Ti-6Al-5Zr-0.5Mo-0.25Si
son ejemplos de aleaciones casi α. Su comportamiento es similar a la aleaciones α pero son
capaces de funcionar a mayores temperaturas de entre 400 ◦C y 520 ◦C.
Aleaciones α-β: Este grupo de aleaciones contiene adiciones de estabilizadores α y β y
posee microestructuras constituidas por mezclas de fase α y fase β. Ti 6Al-4V y Ti-4Al-2Sn-
4Mo-0.5Si son sus aleaciones ma´s comunes. La fase β, puede ser estabilizada a temperatura
ambiente mediante la adicio´n de elementos estabilizantes de la fase β tales como V, Fe y Mn.
Pueden ser tratados te´rmicamente para mejorar sus prestaciones y resistencia siendo especial-
mente apropiadas para aplicaciones de alta resistencia a temperaturas elevadas de entre 350 ◦C
y 400 ◦C.
Aleaciones β: Estas aleaciones contienen cantidades significativas de elementos estabiliza-
dores de la fase β y se caracterizan por una alta templabilidad, mejor forjabilidad, y conforma-
bilidad en fr´ıo. Ba´sicamente, estas aleaciones ofrecen una resistencia a temperatura ambiente
equivalente a la de las aleaciones de α-β, pero sus propiedades a temperatura elevada son infe-
riores a las de las aleaciones α-β.
5.1.1. Propiedades f´ısicas y meca´nicas del Ti 6Al-4V
Las aleaciones de titanio se han estudiado ampliamente durante las u´ltimas de´cadas debido
a sus importantes aplicaciones tecnolo´gicas. Su alta resistencia, baja densidad, resistencia a co-
rrosio´n, buena formabilidad, soldabilidad y buena estabilidad metalu´rgica impulsaron el uso de
estas aleaciones en una amplia variedad de aplicaciones que van desde motores de aeronaves y
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componentes estructurales a los implantes biome´dicos.
Entre las aleaciones α-β, destaca la aleacio´n Ti-6Al-4V (tambie´n conocida como grado 5,
Ti6Al4V o Ti 6-4) es con mucho la aleacio´n de titanio ma´s popular y por lo tanto es estudiada
en profundidad. Ma´s del 50% de todas las aleaciones de Titanio en uso hoy en d´ıa son de esta
composicio´n.
La aleacio´n fue desarrollada a principios de 1950 en los Estados Unidos en el Instituto de
Tecnolog´ıa de Illinois y por lo tanto es una de las primeras aleaciones de titanio que se comercia-
lizaron considera´ndose hoy en d´ıa como un material de propo´sito general dentro de las aleaciones
de titanio. De hecho, es considerada como la ma´s polivalente de entre las aleaciones de titanio
y esta´ disponible en mu´ltiples formas comerciales. Hay dos razones para el e´xito del Ti-6Al-4V.
En primer lugar, el buen equilibrio de sus propiedades, como se puede ver en la tabla 5.1. En
segundo lugar, es de lejos la aleacio´n de titanio ma´s intensamente desarrollada y probada, lo que
constituye una ventaja importante, especialmente en la industria aeroespacial que es el mayor
usuario de Ti-6Al-4V.
Tiene una composicio´n qu´ımica de 6% de aluminio, 4% de vanadio, 0,25% (ma´ximo) de
hierro, 0,2% (ma´ximo) de ox´ıgeno, y el resto de titanio. Tambie´n esta´n normalmente presentes
varios a´tomos de impurezas, tales como O, C, N, H. A temperatura ambiente, la fase β estabili-
zada contiene ma´s del 4% nominal de V, por encima de 527 ◦C, la fase α se transforma en fase β,
mientras que por encima de 980 ◦C toda la microestructura se compone de granos β equiaxiales.
La tensio´n de plastificacio´n de esta aleacio´n es fuertemente dependiente de la temperatura y
la velocidad de deformacio´n. A temperaturas superiores a 527 ◦C, la tensio´n de plastificacio´n
disminuye fuertemente con la temperatura, mientras que aumenta la sensibilidad a la velocidad
de deformacio´n.
Es significativamente ma´s resistente que el titanio comercial puro mientras que tiene la misma
rigidez y propiedades te´rmicas (con la exclusio´n de la conductividad te´rmica, que es aproxima-
damente un 60% menor en el Ti6Al4V que en el Ti comercial puro).
La aleacio´n Ti 6Al-4V se utiliza actualmente en una amplia gama de aplicaciones de baja y
alta temperatura, tales como los alabes y otros componentes para turbinas en aplicaciones de
motores de aeronaves, alabes de turbina de vapor, componentes marinos, piezas estructurales
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Propiedades F´ısicas Valor
Densidad 4420 Kg/m3
Punto de fusio´n 1933 ◦K
Propiedades Meca´nicas
Dureza, Brinell 334
Dureza, Knoop 363
Dureza, Rockwell C 36
Dureza, Vickers 349
Tensio´n u´ltima en traccio´n 950 MPa
Tensio´n de plastificacio´n en traccio´n 880 MPa
Alargamiento a rotura 14%
Reduccio´n de a´rea 36%
Modulo de elasticidad 113.8 GPa
Tensio´n de plastificacio´n en compresio´n 970 MPa
Resistencia a la traccio´n con entalla 1450 MPa
Resistencia de carga u´ltima 1860 MPa
Coeficiente de Poisson 0.33
Propiedades Te´rmicas
Coeficiente de dilatacio´n 20◦C 8.6 µm/m◦C
Coeficiente de dilatacio´n 250◦C 9.2 µm/m◦C
Coeficiente de dilatacio´n 500◦C 9.7 µm/m◦C
Calor espec´ıfico 560 J/Kg◦K
Conductividad Te´rmica 6.7 W/m◦K
β Transus 980 ◦C
Tabla 5.1: Propiedades de la aleacio´n Ti-6Al-4V - Principales propiedades f´ısicas, meca´nicas
y te´rmicas de la aleacio´n Ti-6Al-4V
forjadas e implantes biome´dicos. A pesar de ser mucho ma´s caro que la mayor´ıa de los metales
de aplicaciones estructurales, debido a la complejidad del proceso de extraccio´n, la dificultad de
fusio´n, y los problemas asociados con la fabricacio´n y mecanizado, an˜o tras an˜o se incrementa
el uso y la produccio´n de aleaciones de titanio.
5.2. Ensayos de Impacto
Se ha llevado a cabo una campan˜a de ensayos de impacto de alta velocidad. El objetivo
principal de la prueba de impacto esta´ dirigido a obtener la relacio´n entre la velocidad de im-
pacto del proyectil y la velocidad residual despue´s de atravesar el objetivo. Como se ha indicado
anteriormente el material seleccionado ha sido la aleacio´n de titanio Ti 6Al-4V. Esta aleacio´n
es, con mucho, la aleacio´n de titanio ma´s usada y por lo tanto esta´ estudiada y documentada
en profundidad.
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Para calibrar los para´metros de los diferentes criterios de fallo y validar el modelo nume´rico
propuesto, se han realizado ensayos de impacto sobre placas de Ti 6Al-4V. Las placas ensayadas
son de 3 mm de espesor y un taman˜o 110x110 mm2 y se sometieron a impactos con un cilindro
de acero templado de 5,5 mm de dia´metro, con una longitud de 7,9 mm siendo su masa de 1, 47
g. Este acero templado se ha comprobado que es suficientemente r´ıgido no observa´ndose durante
el proceso de impacto ningu´n tipo de deformacio´n pla´stica apreciable.
Los proyectiles son acelerados por medio de un can˜o´n de gas ligero de una etapa (SABRE
Bal´ıstica) que utiliza helio comprimido hasta 200 bar. La longitud del can˜o´n es de 1 m, y su
calibre es de 7, 65 mm (ve´ase la figura 5.2). Dado que el calibre del can˜o´n de gas es ligeramente
mayor que el dia´metro del proyectil, es necesario poner un casquillo postizo para lanzar el
proyectil. Este can˜o´n de gas es capaz de impulsar los proyectiles insertados en el casquillo
postizo hasta una velocidad de 800 m/s.
(a) Can˜o´n de gas comprimido usado en
los ensayos de impacto a alta velocidad
para acelerar los proyectiles
(b) Videoca´mara digital de alta velocidad usada para regis-
trar el vuelo y el impacto de los proyectiles.
Figura 5.2: Equipo utilizado en los ensayos de impacto a alta velocidad
La distancia entre la boca del can˜o´n y la placa de titanio se fijo´ en 1, 0 m. La placa se
sujeta adecuadamente para soportar un impacto normal a su superficie. Durante la prueba, se
utilizo´ una v´ıdeo-ca´mara digital de alta velocidad (Photron Ultima APX) para registrar el vuelo
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del proyectil y la perforacio´n de la placa tras el impacto. La ca´mara se coloco´ perpendicular a
la direccio´n de impacto con el fin de capturar la entrada y la salida del proyectil a trave´s de la
placa (ve´ase la figura 5.3). La figura 5.2 muestra el equipo utilizado en las pruebas de impacto
de alta velocidad.
Para determinar la velocidad del proyectil antes (velocidad de impacto) y despue´s (veloci-
dad residual) del impacto sobre la placa de titanio es necesario realizar un procesamiento de la
secuencia de ima´genes. La velocidad seleccionada para la videoca´mara digital de alta velocidad
fue de 37.500 fotogramas por segundo, la resolucio´n de las ima´genes es de 384x160 p´ıxeles y
la velocidad del obturador se ajusto a aproximadamente 10−5s−1. Las velocidades de impacto
considerados en las pruebas de impacto destinados a validar el algoritmo nume´rico han oscilado
entre los 100 y los 430
m
s
aproximadamente. A partir de los resultados de las pruebas se ha esti-
mado la velocidad mı´nima a la que el proyectil perfora la placa, que se denomina l´ımite bal´ısticos
(vl). En nuestro caso se ha determinado un valor de 280
m
s
. Los resultados experimentales se
muestran en la tabla 5.2.
Velocidad de Impacto Velocidad Residual
m
s
m
s
280 0
288 57
303 115
317 130
331 144
365 173
423 230
Tabla 5.2: Resultados experimentales de los ensayos de impacto a alta velocidad.
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Figura 5.4: Gráfica de velocidad residual frente a velocidad de impacto obtenidos experimental-
mente. Las placas ensayadas son de 3 mm de espesor y un tamaño llOxllO mm2 y se sometieron 
a impactos con un cilindro de acero templado de 5,5 mm de diámetro, con una longitud de 7,9 mm 
siendo su masa de 1, 4 7 g 
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Figura 5.3: Secuencia de ima´genes obtenidas para un ensayo de impacto a 365
m
s
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6Calibracio´n y Validacio´n
Como se comento´ anteriormente entre los objetivos de esta Tesis Doctoral se encuentra la
implementacio´n, dentro de un co´digo de elementos finitos, de un conjunto de modelos de fallo,
incluido el dan˜o iso´tropo, que permita la evaluacio´n, validacio´n y comparacio´n de los mismos
aplicado, entre otros, a problemas de impacto a alta velocidad y mecanizado a alta velocidad de
corte.
El algoritmo nume´rico totalmente acoplado con el modelo de dan˜o iso´tropo descrito en el
Cap´ıtulo 4 Resolucio´n Nume´rica se ha implementado en el co´digo comercial de elementos finitos
ABAQUS explicit y se ha aplicado a la simulacio´n de ensayos de impacto de alta velocidad.
Entre los propo´sitos de las simulaciones nume´ricas se encuentra el demostrar la validez del al-
goritmo nume´rico desarrollado y al mismo tiempo demostrar que el modelo de dan˜o iso´tropo es
adecuado para predecir el fallo de un material bajo condiciones de carga dina´mica como es el
caso del impacto a alta velocidad.
El modelo constitutivo planteado en 3 Modelo Constitutivo corresponde al caso general en
el que el dan˜o esta´ acoplado con el resto de feno´menos y variables meca´nicas (endurecimientos
iso´tropo y cinema´tico, efectos viscopla´sticos y dilatacio´n te´rmica) en particular con la tensio´n de
Cauchy a trave´s de la tensio´n efectiva segu´n se establece en 4.27. Como se puede comprobar, el
algoritmo nume´rico de integracio´n propuesto en el Cap´ıtulo 4 Resolucio´n Nume´rica de esta Tesis
Doctoral para la resolucio´n de este caso general es tambie´n va´lido para modelos constitutivos del
material que no incluyan el dan˜o pero s´ı los efectos del endurecimiento iso´tropo y cinema´tico.
Para ello basta con eliminar la ecuacio´n referente a la evolucio´n del dan˜o y anular el valor de
e´ste en todas las expresiones. Aprovechando esta circunstancia, la subrutina desarrollada para el
ca´lculo de la evolucio´n del dan˜o iso´tropo se ha adaptado de manera que pueda considerar otros
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criterios de fallo y as´ı permitir realizar una comparacio´n de los resultados obtenidos por cada
uno de ellos, incluido el criterios de fallo por dan˜o iso´tropo.
Los para´metros de los diferentes criterios de fallo que se han considerado en esta Tesis Doc-
toral se han calibrado y validado teniendo en cuenta los resultados obtenidos a partir de la
campan˜a de ensayos experimentales que se describen en el Cap´ıtulo 5 Ensayos de impacto so-
bre Ti 6Al-4V. En general, los para´metros que caracterizan cada uno de los criterios de fallo
son altamente dependientes de las condiciones de carga. No esta´ dentro de los objetivos de las
simulaciones nume´ricas el calcular con precisio´n todos los para´metros de cada modelo de fallo,
teniendo adema´s en cuenta que las simulaciones nume´ricas en general, dependen en gran medida
del taman˜o, tipo y orientacio´n de los elementos de malla, si bien si pretende extraer conclusiones
sobre la bondad y capacidad de cada uno de los criterios de fallo en su aplicacio´n, al menos,
para el estudio de impactos a alta velocidad.
Los criterios de fallo que se han implementado, adema´s del modelo de fallo por dan˜o iso´tropo,
son los descritos en el Cap´ıtulo 2.4 Criterios de Fallo:
modelo de fallo por deformacio´n pla´stica equivalente constante,
modelo de fallo por ma´xima tensio´n de cortadura,
modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh
modelo de fallo de Wilkins,
modelo de fallo de Johnson - Cook y
modelo de fallo de Xue - Wierzbicki
Los criterios de fallo planteados, con excepcio´n del de dan˜o, esta´n desacoplados de las varia-
bles meca´nicas, es decir, el deterioro progresivo que sufre el material a medida que se somete a
las cargas exteriores no afecta a las variables meca´nicas. Para cada ciclo de integracio´n se debe
actualizar la variable que controla el deterioro del material y cuando esa variable alcanza un
valor determinado o se cumple una condicio´n establecida por el criterio de fallo correspondiente,
el elemento se elimina. Todos estos casos corresponden a un caso particular del modelo general
planteado en los que el dan˜o es siempre nulo y la eliminacio´n de los elementos se determina, no
por alcanzar la variable dan˜o un valor cr´ıtico sino por alcanzar una variable independiente (la
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de control del deterioro de material) un valor determinado.
Algunos de estos criterios de fallo han sido evaluados y calibrados para la aleacio´n de alu-
minio 2024-T351 por otros investigadores como T. Wierzbicki et. al (56) que determinan los
para´metros de cada criterio de fallo a partir de un conjunto ma´s o menos amplio de ensayos
cuasi-esta´ticos como los realizados por Bao (5). A partir de estos para´metros X. Teng y T.
Wierzbicki (48) han tratado de validar los para´metros aplica´ndolos con un e´xito relativo en
ensayos de impacto a alta velocidad.
Teniendo en cuenta que el comportamiento de las aleaciones meta´licas suele tener un fuerte
grado de dependencia con la temperatura y la velocidad de deformacio´n, parece ma´s razonable
basar la calibracio´n de los para´metros de cada criterio de fallo en ensayos dina´micos, en los
que sea previsible la apreciacio´n de dicha dependencia, en lugar de usar ensayos cuasi-esta´ticos
donde dicha dependencia es inapreciable.
Utilizando como ensayos experimentales para la calibracio´n de los para´metros el impacto a
alta velocidad, en los que esta´ contrastada la aparicio´n del endurecimiento iso´tropo y cinema´tico,
el ablandamiento te´rmico y el endurecimiento debido a la velocidad de deformacio´n, en lugar de
ensayos cuasi-esta´ticos entendemos que obtendremos unos para´metros va´lidos para un conjunto
ma´s amplio de aplicaciones incluyendo condiciones dina´micas de carga.
A diferencia de los investigadores que acabamos de mencionar, la determinacio´n de los
para´metros de cada criterio de fallo se realizara´, en general, ajustando las simulaciones con
los resultados experimentales en tantos puntos de la curva vimpacto & vresidual (ve´ase la figu-
ra 5.4) como para´metros necesite el criterio que se pretende calibrar. No obstante, en algunos
casos se han utilizado algunos para´metros de la literatura. La bondad de cada criterio de fallo
se determinara´ comparando los resultados obtenidos experimentalmente a otras velocidades de
impacto con los obtenidos en la simulaciones nume´ricas implementadas en la subrutina VUMAT
de ABAQUS explicit.
Adema´s de los para´metros caracter´ısticos de cada modelo de fallo que se comentara´n ma´s ade-
lante se empleara´n otros para´metros que caracterizan el comportamiento de la aleacio´n Ti6Al4V
los cuales se detallan en la tabla 6.1.
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Propiedades F´ısicas
Densidad Calor Conductividad Coeficiente de Temperatura
(ρ0) Espec´ıfico (cv) Te´rmica (Kter) Dilatacio´n (α) de Fusio´n(Tm)
4420 Kg/m3 560 J/Kg◦K 0.452 W/◦Km 9.2 e−6 ◦K−1 1933 ◦K
Para´metros de Johnson-Cook
AJC BJC CJC βJC φJC p˙0
896 MPa 656 MPa 0.0128 0.5 0.8 1 s−1
Para´metros del Endurecimiento Cinema´tico
Ck1 Ck2
92000MPa 289.76MPa−1
Para´metros Meca´nicos y Otros
E ν ηQT T0
114000MPa 0.33 0.9 293 ◦K
Tabla 6.1: Valores de las propiedades f´ısicas y de los diferentes para´metros que caracterizan el
comportamiento meca´nico de la aleacio´n Ti6Al4V
6.1. Simulacio´n de problemas de impacto con elementos finitos
Las prestaciones del algoritmo nume´rico propuesto se han evaluado a trave´s de simulaciones
nume´ricas del impacto perpendicular de un proyectil sobre una placa. El modelo nume´rico de
elementos finitos reproduce la geometr´ıa y las condiciones de impacto que se describen en el
Cap´ıtulo 5 Ensayos de impacto sobre Ti 6Al-4V.
Los impactos de los proyectiles son ortogonales a la placa y centrados en su punto medio,
por tanto, con el fin de reducir el nu´mero de elementos, los cuales influyen directamente en el
coste computacional, se ha supuesto que el problema presenta simetr´ıa axial respecto al eje del
proyectil cil´ındrico.
Siguiendo la formulacio´n de Lagrange se ha desarrollado un modelo de revolucio´n utilizando
el co´digo comercial de elementos finitos ABAQUS explicit. Para el ana´lisis del modelo consti-
tutivo descrito en 3 Modelo Constitutivo se han utilizado elementos del tipo CAX4R (Abaqus
(1)) que son elementos de cuatro nodos con simetr´ıa axial.
Para modelar la geometr´ıa del proyectil se ha usado una matriz regular de elementos rec-
tangulares compuesta por 14 elementos horizontales y 39 elementos verticales. La malla usada
para modelar la placa sobre la que impacta el proyectil se ha dividido en varias regiones. Cerca
del eje de simetr´ıa la malla esta´ compuesta por elementos cuadrados de 0.1x0.1mm. En el borde
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de la regio´n de impacto, donde se espera el fallo del material, la malla es ma´s fina y compues-
ta de elementos rectangulares de 0.1x0.016mm. A continuacio´n de esta regio´n de impacto hay
una zona de transicio´n con una malla ide´ntica a la regio´n inicial cerca del eje de simetr´ıa. Por
u´ltimo, para la regio´n ma´s alejada del eje de simetr´ıa, el taman˜o del elemento se aumenta hasta
0.526x0.2mm. En la figura 6.1 se puede observar la geometr´ıa ba´sica, las dimensiones y las con-
diciones de contorno de la malla descrita ma´s arriba.
(a) Malla del modelo completo
(b) Detalle de la malla de la placa en la zona de
impacto
Figura 6.1: Malla empleada en la simulacio´n nume´rica del impacto perpendicular de un proyectil
de cabeza plana sobre una placa empotrada en sus extremos. La malla de la placa esta´ compuesta
por 5275 elementos
6.2. Validez de la Hipo´tesis Adiaba´tica
Para validar la hipo´tesis de comportamiento adiaba´tico se debe verificar que la potencia
disipada en cada elemento asociado a los efectos irreversibles es mucho mayor que la potencia
transferida a los elementos adyacentes por conduccio´n. La potencia generada en cada elemento
esta´ determinada por
W p =
∫
Velemento
σ¯ : ˙¯ǫdV (6.1)
La potencia que transmite por conduccio´n a los elementos adyacentes es:
W c =
∫
Aelemento
Kter∇TdA¯ (6.2)
Donde Kter es la conductividad te´rmica del material. El orden de magnitud de ˙¯ǫ para los
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elementos de la placa situados en el borde del proyectil es:
˙¯ǫ ≈
vimp
delemento
(6.3)
Donde delemento es la dimensio´n caracter´ıstica de los elementos de la malla y vimp es la
velocidad de impacto del proyectil. Dado que la deformacio´n pla´stica se alcanza una vez que σeq
sobrepasa la tensio´n de plastificacio´n y e´sta es aproximadamente AJC en el caso de la funcio´n
de plastificacio´n de Johnson-Cook, se tiene que el orden de magnitud de W p es:
W p ≈ AJC
vimp
delemento
d3elemento ≈ AJCvimpd
2
elemento (6.4)
El orden de magnitud del ma´ximo gradiente de temperatura ∇T que podemos esperar es:
∇T ≈ Tm − Tr
delemento
(6.5)
Por tanto el orden de magnitud de la ma´xima transferencia de calor por conduccio´n de un
elemento es:
W c ≈ Kter
(Tm − Tr)
delemento
d2elemento ≈ Kter(Tm − Tr)delemento (6.6)
Por tanto, para poder considerar un comportamiento adiaba´tico de los elementos de la malla
se debe cumplir:
W p ≫W c ⇒ AJCvimpd2elemento ≫ Kter(Tm − Tr)delemento (6.7)
Por tanto, para considerar el comportamiento de los elementos como adiaba´tico su taman˜o
debe cumplir:
delemento ≫ Kter(Tm − Tr)
AJCvimp
(6.8)
Teniendo en cuenta los valores mostrados en la tabla 5.1 y que Tr = 288
◦K y conside-
rando que el orden de magnitud de vimp ≈ 300
m
s
resulta en delemento ≫ 4,5e−8m. Como se
comento´ anteriormente, la dimensio´n ma´s pequen˜a de los elementos es 0,016mm y por tanto
podemos asumir como va´lida la hipo´tesis de comportamiento adiaba´tico de los elementos.
6.3. Ca´lculo de la velocidad residual
Tras el impacto del proyectil sobre la placa se generan una serie de ondas de presio´n que se
transmiten a lo largo del proyectil. El efecto de estas ondas es adaptar las velocidades de las
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part´ıculas del proyectil a las condiciones de contorno impuestas por el impacto con la placa. Co-
mo consecuencia de la propagacio´n de estas ondas de presio´n se puede comprobar que no todos
los nodos o elementos del proyectil se encuentran a la misma velocidad de manera que tras la
perforacio´n de la placa, cada nodo o elemento que constituye el proyectil se esta´ desplazando a
una velocidad diferente como se puede observar en la figura 6.2.
Las variaciones de velocidad de unos elementos a otros es considerable de modo que es
necesario analizar el campo de velocidades de los elementos que constituyen el proyectil para
determinar la velocidad residual del mismo. Para ello se ha desarrollado en C++ una aplicacio´n
que hace uso de la librer´ıa “odb API.h” que proporciona Abaqus para la lectura de los ficheros
“.odb” en los que Abaqus guarda los resultados. De esta manera se ha calculado la energ´ıa
cine´tica de cada uno de los elementos que constituyen el proyectil y a partir de la suma de
todas ellas se ha determinado la energ´ıa cine´tica total del proyectil. Dado que la masa total
del proyectil es conocida, es fa´cil determinar la velocidad residual del proyectil a partir de la
expresio´n 6.9:
Ec =
elementon∑
elementoi=1
1
2
melementoiv
2
elementoi
=
1
2
mpv
2
r =⇒ v2r =
2Ec
mp
(6.9)
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(a) Campo de velocidades en t =0.0 ms (b) Campo de velocidades en t =1,07e−3 ms
(c) Campo de velocidades en t =7,5e−3 ms (d) Campo de velocidades en t =1,5e−2 ms
(e) Campo de velocidades en t =3,0e−2 ms (f) Campo de velocidades en t =6,0e−2 ms
Figura 6.2: Evolucio´n del campo de velocidades en el proyectil y la placa
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6.4. Criterio I: Deformacio´n pla´stica equivalente constante
Como se comento´ en 2.4.3 Criterio I: Deformacio´n pla´stica equivalente constante se pueden
considerar dos variantes de este criterio, la primera basada en el ca´lculo de la deformacio´n pla´sti-
ca equivalente (ǫeq) y la segunda basada en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada p.
En ambos casos el criterio solo depende de un u´nico para´metro ǫf y pf respectivamente. Se ha
realizado un barrido del para´metro respectivo para ambas variantes tratando de ajustar en la
medida de lo posible la velocidad residual para la velocidad de impacto vimp=288.
En el caso de la variante basada en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada, se puede
observar en la figura 6.3 que la velocidad residual (vr) es decreciente al aumentar la deforma-
cio´n pla´stica equivalente acumulada a rotura (para´metro pf ) si bien se observa que a partir
de pf ≈ 5,3 las velocidades residuales se mantienen constantes para cada velocidad de impacto
vimp. Esto es debido a que los elementos, al incrementarse su deformacio´n pla´stica, experimentan
un incremento de su temperatura de manera que el ablandamiento te´rmico es dominante. Este
incremento de temperatura es tal que la temperatura del elemento se aproxima a la temperatura
de fusio´n del material.
Como se comento en el Paso 3.0 descrito en el apartado 4.7 Procedimiento de Resolucio´n los
elementos no solo se deben eliminar una vez el ı´ndice de dan˜o alcanza el valor correspondiente
al fallo, tambie´n se deben eliminar cuando la temperatura que alcanza el elemento se aproxima
a la temperatura de fusio´n Tm. Dicha eliminacio´n de elementos se debe a que la tensio´n de
plastificacio´n, segu´n el modelo de Johnson Cook descrito en 3.4.2.2.1 Ecuacio´n de Johnson Cook
y conforme al modelo de consistencia, tiende a cero a medida que la temperatura se acerca a
la temperatura de fusio´n (ver 3.35) y por tanto dichos elementos no son capaces de soportar
tensio´nes. Por ello no es posible reducir la velocidad residual tanto como se quiera aumentando
la deformacio´n pla´stica a rotura, a partir de cierto valor del para´metro pf , este modelo de fallo
del material predice que el fallo se produce por el ablandamiento te´rmico del material en lugar
de deberse a la deformacio´n pla´stica equivalente.
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Figura 6.3: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función de la deformación plástica equivalente acumulada a rotura (peq) 
Lo mismo sucede para la variante basada en la deformación plástica equivalente como se 
puede observar en la figura 6.4. La velocidad residual (vr) es decreciente a.l aumentar la defor-
mación plástica equivalente a rotura (parámetro EJ ) si bien se observa que a partir de ÉJ ~ 4,9 las 
velocidades. residuales se mantienen prácticamente constantes para cada velocidad de impacto 
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F igura 6.4: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función de la deformación plástica equivalente a rotura (E¡) 
Del conjunto de parámetros probados para el ajuste de la curva velocidad residual (vr) frente 
a velocidad de impacto (vimp) el que proporciona un mejor ajuste corresponde a E¡ = 4.55 para 
la variante basada en la deformación plástica equivalente y p¡= 5.37 para la variante basada en la 
deformación plástica equivalente a.cumulada. En las figuras 6.5 y 6.6 se muestran las velocidades 
residuales, obtenidas experimentalmente y en la simulación numérica, frente a las velocidades 
de impacto para ambas variantes. 
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Figura 6.5: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones ( Vr) frente a velo-
cidad de impacto (vimp) para la variante basada en la deformación plástica equivalente accumulada 
correspondiente a un valor de p¡ = 5.37. Los mayores errores se dan para las velocidades de impacto 
303 (27% error)y 317 (19% error). Para el resto de velocidades de impacto el error de la predicción 
de las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5,1 %. 
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F ig ura 6.6: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones (vr) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para la variante basada en la deformación plástica equivalente corres-
pondiente a un valor de E¡ = 4.55. Los mayores errores se dan para las velocidades de impacto 303 
(24% error)y 317 (17% error). Para el resto de velocidades de impacto el error de la predicción de 
las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5 %. 
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En las figuras 6.7, 6.8 y 6.9 se puede ver que las simulaciones correspondientes al modelo
de fallo basado en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada p para todas las velocidades
de impacto predicen un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n. Resultados similares se observan en el modelo de fallo basado en la
deformacio´n pla´stica equivalente ǫeq.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.7: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada y
para un valor de pf = 5,37. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio
a trave´s del espesor de placa.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.8: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada y
para un valor de pf = 5,37. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio
a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.9: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la deformacio´n pla´stica equivalente acumulada y
para un valor de pf = 5,37. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio
a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.5. Criterio II: Ma´xima tensio´n de cortadura
Como se comento´ en 2.4.4 Criterio II: Ma´xima tensio´n de cortadura este criterio depende de
un u´nico para´metro τmax. Se ha realizado un barrido de dicho para´metro tratando de ajustar
en la medida de lo posible la velocidad residual para la velocidad de impacto vimp=288. En la
figura 6.10 se presenta la velocidad residual para diferentes velocidades de impacto en funcio´n
del para´metro τmax. Se puede apreciar que por el lado correspondiente a valores bajos de τmax
todas las curvas presentan una tendencia asinto´tica. Esto se debe a que a bajos valores de τmax el
material se rompe muy fa´cilmente y la energ´ıa del impacto se emplea principalmente en acelerar
el tapo´n y en trabajo de la tensio´n de cortadura a lo largo de la superficie de rotura de la chapa.
En la ecuacio´n 6.10 se presenta una expresio´n para la estimacio´n de la velocidad residual. Para
ello se ha supuesto que tanto el proyectil como el tapo´n salen expulsados a la misma velocidad.
A lo largo de la superficie de rotura se ha supuesto que τ crece de forma lineal hasta alcanzar
τmax a medida que cada elemento de la superficie se deforma desde un y0 hasta yf y todo ello
para todos los elementos de la superficie de fractura.
1
2
mproyectilv
2
imp ≈
1
2
v2r (mproyectil +mtapon) + 2πradioproyectil
∫ hplaca
0
∫ yf
y0
τ(y, h)dydh ≈
1
2
v2r (mproyectil +mtapon) + 2πradioproyectilhplaca
∫ yf
y0
τ(y)dy ≈
1
2
v2r (mproyectil +mtapon) + 2πradioproyectilhplaca
τmax
2
hplacafh =⇒
v2r ≈
2
mproyectil +mtapon
(
1
2
mproyectilv
2
imp − 2πradioproyectilh2placaτmaxfh) (6.10)
Donde fh es un factor corrector que tiene en cuenta que yf−y0 es menor hplaca. A medida que
aumenta τmax empieza a ser relevante la energ´ıa ela´stica que se acumula durante la deformacio´n
de la placa lo que reduce considerablemente la velocidad residual del proyectil. Por otro lado
se puede apreciar que para valores altos de τmax la velocidad residual del proyectil se mantiene
constante. Esto se debe a que en los impactos a alta velocidad los elementos experimentan
un ablandamiento por deformacio´n debido a los efectos te´rmicos. De esta manera, la tensio´n de
cortadura en lugar de incrementarse mono´tonamente con la deformacio´n pla´stica decrece despue´s
de alcanzar un ma´ximo. En condiciones adiaba´ticas, los elementos continu´an deforma´ndose de
manera pla´stica incrementando su temperatura pero sin aumentar la tensio´n de cortadura debido
al ablandamiento te´rmico. En estas condiciones los elementos son eliminados ya que la tensio´n
de plastificacio´n, segu´n el modelo de Johnson Cook descrito en 3.4.2.2.1 Ecuacio´n de Johnson
Cook y conforme al modelo de consistencia, tiende a cero a medida que la temperatura se
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acerca a la temperatura de fusión (ver 3.35) y por tanto dichos elementos no son capaces de 
soportar tensiónes. Como se comento en el Paso 3.0 descrito en el apartado Procedimiento de 
Resolución 4. 7 los elementos no solo se deben eliminar una vez el índice de daño alcanza el 
valor correspondiente al fallo, también se deben eliminar cuando la temperatura que alcanza el 
elemento se aproxima a la temperatura de fusión Tm. 
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Figura 6.10: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función de la máxima tensión de cortadura a rotura( T max) 
Del conjunto de parámetros probados para el ajuste de la curva velocidad residual ( Vr ) 
frente a velocidad de impacto (vimp) el que proporciona un mejor ajuste corresponde a Tma.x 
= 740 MPa. En la figura 6.11 se muestran las velocidades residuales, obten idas experimental-
mente y en la simulación numérica, frente a las velocidades de impacto para este modelo de fallo. 
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Figura 6.11: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones (vr) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para el criterio de fallo basado en la máxima tensión de cortadura 
correspondiente a un valor de Tmax =740 MPa. Los mayores errores se dan para las velocidades de 
impacto 303 (26,8 % error)y 317 (18,4 % error) . Para el resto de velocidades de impa.cto el error de 
la predicción de las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5,15 %. 
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En las figuras 6.12, 6.13 y 6.14 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.12: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la ma´xima tensio´n de cortadura y para un valor de
τmax =740 MPa.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.13: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la ma´xima tensio´n de cortadura y para un valor de
τmax =740 MPa. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s
del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.14: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente al modelo de fallo basado en la ma´xima tensio´n de cortadura y para un valor de
τmax =740 MPa. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s
del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.6. C riterio 111: Modelo de fallo de Cockcroft - Latham modi-
ficado por Oh 
Como se comentó en 2.4.5 Criterio III: Modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado 
por Oh este criterio depende de un único parámetro Doh- Se ha realizado un barrido de dicho 
parámetro tratando de ajustar en la medida de lo posible la velocidad residual para la velocidad 
de impacto vimp= 288. En la figura 6.15 se presenta la velocidad residual para diferentes veloci-
dades de impacto en función del parámetro Doh- Se puede apreciar que en general la velocidad 
residual tiende a reducirse al crecer el valor de Doh hasta que para valores de Doh en el entorno 
de 13 la tendencia es a mantener valores de velocidad residual mas o menos constantes. Como en 
los casos anteriores esto es debido a que la temperatura en determinados elementos se ha elevado 
considerablemente y se ha aproximado a la temperatura de fusión Tm y a esas temperaturas la 
tensión de plastificación, según el modelo de Johnson Cook descrito en 3.4.2.2.1 Ecuación de 
Johnson Cook y conforme al modelo de consistencia, tiende a cero y por tanto dichos elementos 
no son capaces de soportar tensiónes y en consecuencia son eliminados. 
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Figura 6.15: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro Doh 
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Del conjunto de parámetros probados para el ajuste de la curva velocidad residual ( Vr) fren-
te a velocidad de impacto (vimp) el que proporciona un mejor ajuste corresponde a Doh = 7. 
En la figura 6.16 se muestran las velocidades residuales, obtenidas experimentalmente y en la 
simulación numérica, frente a las velocidades de impacto para este modelo de fallo. 
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F igura 6.16: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones (vr) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para el criterio de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh 
correspondiente a un valor de Doh = 7. Los mayores errores se dan para las velocidades de impacto 
303 (24,3 % error)y 317 (14,4 % error) . Para el resto de velocidades de impacto el error de la predicción 
de las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5,2 % 
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En las figuras 6.17, 6.18 y 6.19 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.17: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente al modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh y para un valor de
DOh = 7.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.18: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente al modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh y para un valor
de DOh = 7. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del
espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.19: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente al modelo de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh y para un valor
de DOh = 7. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del
espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.7. Criterio IV: Modelo de fallo de Wilkins
Como se comento´ en 2.4.6 Criterio IV: Modelo de fallo de Wilkins este criterio depende de
cuatro para´metros σWK , aWK , bWK y Dc. Se ha realizado un barrido de dichos para´metros
tratando de ajustar en la medida de lo posible la velocidad residual para las velocidades de
impacto vimp=288
m
s
, vimp=331
m
s
, vimp=365
m
s
y vimp=423
m
s
. El barrido de dichos para´metros
muestra que los para´metros ma´s influyentes en el ajuste de las velocidades residuales son σWK y
Dc. Para valores bajos del para´metro σWK el modelo de fallo de Wilkins predice la eyeccio´n de un
tapo´n astillado (spalling) como se muestra en las figuras 6.20. Esto se debe a que el te´rmino 2.13
(w1 = (1+
σH
σWK
)−aWK ) tiende a ∞ y en consecuencia el integrando de 2.12 (Dc =
∫ pf
0 w1w2dp)
muestra una as´ıntota vertical. Este feno´meno no se ha detectado en los ensayos experimentales.
Figura 6.20: Evolucio´n del astillamiento predicho por el modelo de fallo de wilkins para valores
bajos del para´metro σWK . Los para´metros de esta simulacio´n corresponden a σWK = 1500 MPa,
aWK = 2, bWK = 2 y Dc = 35
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En la figura 6.21 se presenta la velocidad residual para diferentes velocidades de impacto 
en función del parámetro De. Se puede apreciar que en general la velocidad residual tiende a 
reducirse al crecer el valor de De hasta que para valores de De en el entorno de 45 la tendencia 
es asintótica para mantener valores de velocidad residual mas o menos constantes. Como en los 
casos anteriores esto es debido a que la temperatura en determinados elementos se ha elevado 
considerablemente y se ha aproximado a la temperatura de fusión Tm y a esas temperaturas la 
tensión de plastificación, según el modelo de Johnson Cook descrito en 3.4.2.2.1 Ecuación de 
Johnson Cook y conforme al modelo de consistencia, tiende a cero y por tanto dichos elementos 
no son capaces de soportar tensiónes y consecuentemente son eliminados. 
300 --+- Vimp= 280 
---- Vimp= 288 
--+- Vimp=303 
-+- Vimp= 317 
--+- Vimp= 331 
- • -Vimp= 365 
-•- Vimp= 423 
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Figura 6.21: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro De para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Wilkins 
awK = 3000 MPa, awK = 2, bwK = 2 
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Figura 6.22: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones ( v,.. ) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para el criteri.o de fallo de Wilkins correspondiente a un valor de awK = 
3000M Pa, De = 35, aw K = 2 y bw K = 2. Los mayores errores se dan para las velocidades de impacto 
303 (24 % error )y 317 (12,8 % error). Para el resto de velocidades de impacto el error de la predicción 
de las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5,5 %. 
El conjunto de parámetros que mejor ajusta la curva velocidad de impacto-velocidad resi-
dual son los indicados en la tabla 6.2. En la figura 6.22 se muestran las velocidades residuales, 
obtenidas experimentalmente y en la simulación numérica, frente a las velocidades de impacto 
para este modelo de fallo. 
OWK (Mpa) bwK 
3000 2 2 35 
Tabla 6.2: Parámetros del criterio de fallo de Wilkins que mejor ajustan la curva velocidad de 
impacto - velocidad residual 
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En las figuras 6.23, 6.24 y 6.25 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.23: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros σWK = 3000MPa, Dc = 35, aWK = 2 y bWK = 2.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.24: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros σWK = 3000MPa, Dc = 35, aWK = 2 y bWK = 2.
En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor de
placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.25: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros σWK = 3000MPa, Dc = 35, aWK = 2 y bWK = 2.
En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor de
placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.8. Criterio V: Modelo de fallo de J ohnson - Cook 
Como se comentó en 2.4.7 Criterio V: Modelo de fallo de Johnson - Cook este criterio de-
pende de cinco parámetros Fruc a Fr5Jc. Se ha realizado un barrido de dichos parámetros 
tratando de ajustar en la medida de lo posible la velocidad residual para las velocidades de im-
pacto Vimp= 288 m, Vimp= 317 m, Vimp= 331 m, Vimp=365 m y Vimp= 423 m . El barrido de dichos 
s s s s s 
parámetros muestra que el parámetro más influyente en el ajuste de las velocidades residuales 
es Fruc. 
En la figura 6.26 se muestra la influencia del parámetro Fruc en la velocidad residual a 
diferentes velocidades de impacto. Como era de esperar, para valores crecientes de este parámetro 
las velocidades residuales decrecen. Este efecto es más apreciable a velocidades de impacto bajas 
en las que puede llegar a haber una reducción de la velocidad residual de casi el 20 % en el rango 
de valores del parámetro Fruc analizado mientras que para velocidades de impacto altas la 
reducción de velocidad residual es del orden del 2 %. 
250 --+- Vimp= 280 
200 
·--·--·-----·-----·--·-----·-r-----·--- --·-------
_____ ¡_ ...__ -.. -- .. • .. -----•------• __ I_ -- --·-- j -----
----- Vimp= 288 
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-+-Vimp= 317 
--+-- Vimp= 331 
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Figura 6.26: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro Fruc para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de 
Johnson-Cook Fr21c = 1.55, Fr3Jc =-1.45, Fr4Jc = 0.0175 y FrsJc = 0.125 
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En la figura 6.27 se muestra la influencia del parámetro Fr3Jc sobre la velocidad residual a 
diferentes velocidades de impacto. Se puede apreciar que este parámetro en el rango de valores 
considerado apenas tiene influencia en las velocidades residuales para el conjunto de velocidades 
de impacto simuladas. 
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•-•- - -•-- -•-------·-·----·-·-·-------•- - - -•-- - -• --- Vimp= 288 -+- Vimp= 301 
--vimp= 317 
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- • -Vimp=365 
- • -Vimp= 423 
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F igura 6.27: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro Fr3Jc para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de 
Johnson-Cook FrlJc = 2.5, Frvc = 1.55, Fr4Jc = 0.0175 y FrsJc = 0.125 
En la figura 6.28 se muestra la influencia del parámetro Fr4Jc sobre la velocidad residual a 
diferentes velocidades de impacto. Se puede apreciar que este parámetro en el rango de valores 
considerado apenas tiene influencia en las velocidades residuales para el conjunto de velocidades 
de impacto simuladas. De manera que la influencia de la velocidad de deformación es escasa en 
la evolución del deterioro del Ti 6Al-4V. 
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250 -+-Vimp= 280 
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Figura 6.28: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro Fr4Jc para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de 
Johnson-Cook Fruc = 2.5, Fr21c = 1.55, Fr3Jc =-1.45 y FrsJc = 0.125. 
En la figura 6.29 se muestra la influencia del parámetro FrsJc en la velocidad residual a 
diferentes velocidades de impacto. Como era de esperar, para valores crecientes de este parámetro 
las velocidades residuales decrecen. Este efecto es mas apreciable a velocidades de impacto bajas 
en las que puede llegar a haber una reducción de la velocidad residual de casi el 15 % en el rango 
de valores del parámetro Fr5Jc analizado mientras que para velocidades de impacto altas la 
reducción de velocidad residual es inferior al 2 % en la mayoría de los casos. De manera que la 
temperatura puede considerarse como un factor relevante en la evolución del deterioro del T i 
6Al-4V a bajas velocidades de impacto. 
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Figura 6.29: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro FrsJc para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de 
Johnson-Cook FrlJc = 2.5, Frvc = 1.55, Fr3Jc = -1.45 y Fr4Jc = 0.0175. 
El conjunto de parámetros que mejor ajusta la curva velocidad de impacto-velocidad resi-
dual son los indicados en la tabla 6.3. En la figura 6.30 se muestran las velocidades residuales, 
obtenidas experimentalmente y en la simulación numérica, frente a las velocidades de impacto 
para este modelo de fallo. 
Fruc Frvc Fr4Jc FrsJc 
2.5 1.55 -1.45 0.0175 0.125 
Tabla 6.3: Parámetros del criterio de fallo de Johnson - Cook que mejor ajustan la curva velocidad 
de impacto - velocidad residual 
Dichos parámetros solo han permitido ajustar de forma razonable las velocidades residuales 
para las velocidades de impacto Vimp= 288 m, Vimp= 331 m, Vimp=365 m y Vimp= 423 m. La velo-
s s s s 
cidad residual para vimp= 317 m no se ha podido ajustar en el rango de parámetros considerados. 
s 
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Figura 6.30: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones ( Vr) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para el criterio de fallo de Johnson - Cook correspondiente a un valor 
de FrlJc = 2.5, Frvc = 1.55, Fr3Jc =-1.45, Fr4Jc = 0.0175 y FrsJc = 0.125. Los mayores errores 
se dan para las velocidades de impacto 303 (22,7 % error)y 317 (13,5 % error). Para el resto de 
velocidades de impacto el error de la predicción de las simulaciones frente a los datos experimentales 
es inferior al 5,6 %. 
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En las figuras 6.31, 6.32 y 6.33 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.31: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente a un valor de Fr1JC =2.5, Fr2JC =1.55, Fr3JC =-1.45, Fr4JC =0.0175 y Fr5JC
=0.125.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.32: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente a un valor de Fr1JC =2.5, Fr2JC =1.55, Fr3JC =-1.45, Fr4JC =0.0175 y Fr5JC
=0.125. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor
de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.33: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente a un valor de Fr1JC =2.5, Fr2JC =1.55, Fr3JC =-1.45, Fr4JC =0.0175 y Fr5JC
=0.125. En ella se puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor
de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.9. Criterio V I : Modelo de fallo de Xue - Wierzbicki 
Como se comentó en 2.4.8 Criterio VI: Modelo de fallo de Xue - Wierzbicki este criterio 
depende de cuatro parámetros C1 a C4 además del parámetro mxw que debe ser un número 
par relacionado con el parámetro de endurecimiento nJc de la ecuación de Johnson-Cook de 
manera que mxw es el número par más próximo a -
1
- . Se ha realizado un barrido de dichos 
nJc 
parámetros tratando de ajustar en la medida de lo posible la velocidad residual para las veloci-
. m m m m 
dades de impacto Vimp= 288- , Vimp=331- , Vimp=365 - y Vimp=423-
s s s s 
En la figura 6.34 se muestra la influencia del parámetro C1 en la velocidad residual a diferentes 
velocidades de impacto. Como se puede apreciar la influencia de este parámetro es poco relevante 
en el rango de valores considerados y para todas las velocidades de impacto evaluadas. 
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Figura 6.34: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro C1 para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Xue -
Wierzbicki C2 = 6, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mxw = 2 
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En la figura 6.35 se muestra la influencia del parámetro C2 en la velocidad residual a diferentes 
velocidades de impacto. Como se puede apreciar la influencia de este parámetro es poco relevante 
en el rango de valores considerados y para todas las velocidades de impacto evaluadas. 
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Figura 6.35: Velocidad residual ( Vr) a diferentes velocidades de impacto ( Vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro C2 para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Xue -
Wierzbicki C1 = 12, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mxw = 2 
En la figura 6.36 se muestra la influencia del parámetro C3 en la velocidad residual a di-
ferentes velocidades de impacto. Como se puede apreciar este parámetro tiene una influencia 
considerable en la velocidad residual para todas las velocidades de impacto. P ara valores cre-
cientes la velocidad residual decrece de manera asintótica de manera que para valores grandes 
del parámetro C3 la velocidad residual apenas varía. 
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Figura 6 .36: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro C3 para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Xue -
Wierzbicki C1 = 12, C2 = 6, C4 = 0,25 y mxw = 2 
En la figura 6.37 se muestra la influencia del parámetro C4 en la velocidad residual a di-
ferentes velocidades de impacto. Como se puede apreciar este parámetro tiene una influencia 
considerable en la velocidad residual para todas las velocidades de impacto. Para valores cre-
cientes la velocidad residual también crece de manera casi lineal. 
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Figura 6.37: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro C4 para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Xue -
Wierzbicki C1 = 12, C2 = 6, Ca = 6,5 y mxw = 2 
El conjunto de parámetros que mejor ajusta la curva velocidad de impacto-velocidad resi-
dual son los indicados en la tabla 6.4. En la figura 6.38 se muestran las velocidades residuales, 
obtenidas experimentalmente y en la simulación numérica, frente a las velocidades de impacto 
para este modelo de fallo. 
1 ~~ 1 ~ 2 I ~~ 1 ~~s l ~xw 
Tabla 6.4: Parámetros del criterio de fallo de Xue - Wierzbicki que mejor ajustan la curva velocidad 
de impacto - velocidad residual 
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Figura 6.38: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones ( v,..) frente a 
velocidad de impacto (vimp) para el criterio de fallo de Xue - Wierzbicki correspondiente a un valor 
de C1 = 12, C2 = 6, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mxw = 2. Los mayores errores se dan para las velocidades 
de impacto 303 (23,5 % error)y 317 (11,9 % error) . Para el resto de velocidades de impacto el error 
de la predicción de las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior al 5,2 %. 
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En las figuras 6.39, 6.40 y 6.41 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.39: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente a un valor de C1 = 12, C2 = 6, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mXW = 2.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.40: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente a un valor de C1 = 12, C2 = 6, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mXW = 2. En ella se
puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda
la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.41: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente a un valor de C1 = 12, C2 = 6, C3 = 6,5, C4 = 0,25 y mXW = 2. En ella se
puede observar como las simulaciones predicen un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda
la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.10. Criterio VII: Modelo de fallo por Dan˜o
Como se comento´ en 2.4.9 Criterio VII: Modelo de fallo por Dan˜o el modelo de dan˜o depen-
de de cuatro para´metros, dan˜o cr´ıtico (Dc), umbral de deformacio´n pla´stica acumulada (pD),
el para´metro energe´tico de la ley de dan˜o (S) y el exponente de la ley unificada de dan˜o (s).
Hasta donde sabemos, no se han publicado datos acerca de los para´metros del modelo de dan˜o
para la aleacio´n Ti6Al4V probada en condiciones de impacto de alta velocidad. Para determinar
los valores aproximados de algunos de estos para´metros tal como pD, nos hemos basado en los
resultados publicados de ensayos de traccio´n. A partir del trabajo de F. Hegedu¨es et al. (16),
se estimo´ un valor apropiado para pD = 0,075. Este valor corresponde a la tensio´n ma´xima
alcanzada y la iniciacio´n del dan˜o.
Los tres para´metros restantes se determinan ajustando los resultados nume´ricos a los datos
experimentales obtenidos a partir de los ensayos de impacto. Se ha realizado un barrido de dichos
para´metros tratando de ajustar en la medida de lo posible la velocidad residual de los siguientes
puntos de control experimentales ((280, 0), (288, 57) y (423, 230)), extradidos de la tabla 6.6.
El primero (280, 0) es el l´ımite bal´ıstico obtenido de la prueba de impacto. Hemos supuesto que
este punto es el ma´s relevante en este tipo de pruebas y consideramos que esta fuertemente
relacionado con las propiedades del material, as´ı como por la geometr´ıa de la pieza a impactar.
El punto de control (288, 57) es el primer punto obtenido con un velocidad residual distinta de
0 y fue seleccionado con el fin de ajustar la pendiente tan acusada observada despue´s del l´ımite
bal´ıstico en las pruebas de impacto. Por u´ltimo, el punto de control (423, 230) se selecciono´ con
el fin de que coincida con la apariencia asinto´tica para grandes velocidades observadas en los
ensayos de impacto. Los para´metros se determinaron cuando la diferencia de velocidades resi-
duales con respecto a los valores obtenidos experimentalmente presenta un error aceptable.
En la figura 6.42 se muestra la influencia del para´metro S en la velocidad residual a diferentes
velocidades de impacto. Como se puede apreciar la influencia de este para´metro es moderado
en el rango de valores considerados y para todas las velocidades de impacto evaluadas. Como
era de esperar, en general, la velocidad residual tiene una tendencia decreciente al aumentar el
valor del para´metro no obstante se observa una tendencia poco definida para una velocidad de
impacto 288
m
s
que es la primera velocidad inmediatamente superior a la velocidad l´ımite de la
que se tienen valores experimentales.
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Figura 6.42: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro S para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Daño 
Isótropo correspondiente a un valor de f3D = 0,75, PD = 0,075 y De= 0,65. 
En la figura 6.43 se muestra la influencia del parámetro De en la velocidad residual a diferen-
tes velocidades de impacto. Como se puede apreciar la influencia de este parámetro es moderado 
en el rango de valores considerados y para casi todas las velocidades de impacto evaluadas, con 
la única excepción de Vimp=288 en la que se aprecia una influencia considerable. La tendencia 
general para todas las velocidades de impacto es un decrecimiento de la velocidad residual al 
aumentar el valor del parámetro De. 
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Figura 6.43: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro De para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Daño 
Isótropo S = 850 MPa, f3v = 0,75 y PD = 0,075. 
En la figura 6.44 se muestra la influencia del parámetro /3v en la velocidad residual a di-
ferentes velocidades de impacto. Como se puede apreciar este parámetro tiene una influencia 
considerable en la velocidad residual para todas las velocidades de impacto. Para valores cre-
cientes la velocidad residual decrece de manera asintótica de manera que para valores grandes 
del parámetro /3v la velocidad residual apenas varía. 
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Figura 6.44: Velocidad residual (vr) a diferentes velocidades de impacto (vimp de 280 a 423) en 
función del parámetro /3 D para los siguientes valores de los parámetros del criterio de fallo de Daño 
Isótropo S = 850 MPa, PD = 0,075 y De = 0,65. 
El conjunto de parámetros gue mejor ajusta la curva velocidad de impacto-velocidad resi-
dual son los indicados en la tabla 6.5. En la figura 6.45 se muestran las velocidades residuales, 
obtenidas experimentalmente y en la simulación numérica, frente a las velocidades de impacto 
para este modelo de fallo. 
Parámetros de Daño 
s 1 f3D 1 PD 1 De 
850M Pa 1 0.75 1 0.075 1 0.65 
Tabla 6.5: Conjunto de parámetros del modelo de daño que mejor ajustan la velocidad residual en 
los puntos de control de la tabla 6.6 
Después de determinar el conjunto de parámetros (tabla 6.5) que muestran un ajuste ra-
zonable entre los resultados experimentales y numéricos en las velocidades de control, estos 
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para´metros se han validado mediante la comparacio´n de los resultados obtenidos en las simu-
laciones con datos experimentales para las velocidades de impacto restantes. Esta comparacio´n
muestra un acuerdo aceptable entre los resultados experimentales y de simulacio´n. Los resul-
tados de la simulacio´n se diferencian de los resultados experimentales en menos de un 6,5%,
siendo la diferencia de velocidad inferior a 8
m
s
en el rango de velocidades probado. Las dife-
rencias entre las predicciones nume´ricas y los datos experimentales se encuentran en la tabla 6.6.
Velocidad Velocidad Residual Velocidad Residual Diferencia Diferencia
de Impacto (Experimental) (Simulacio´n) Relativa
m/s m/s m/s m/s (%)
280 0 0 0.0 0.0
288 57 54.8 2.2 3.9
303 115 107.9 7.1 6.1
317 130 123.6 6.4 4.9
331 144 136.6 7.4 5.1
365 173 180.9 -7.9 -4.6
423 230 230.0 0.0 0.0
Tabla 6.6: Resultados de la simulacio´n nume´rica y de los ensayos experimentales. La comparacio´n
entre los resultados experimentales y los obtenidos en las simulaciones nume´ricas muestran un ajuste
razonable entre ellos, siendo la diferencia en todos los casos menor que 6.5%. Los resultados simulados
son los correspondientes a los valores de los para´metros del criterio de fallo de Dan˜o Iso´tropo S = 850
MPa, βD = 0,75, pD = 0,075 y Dc = 0,65. Los puntos de control seleccionados para el ajuste para
la calibracio´n de los para´metros de dan˜os se resaltan en negrita.
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F igura 6.45: Velocidad residual obtenida experimentalmente y en las simulaciones (vr) frente a 
velocidad de impacto (vimp) correspondientes a los valores de los parámetros del criterio de fallo de 
Daño Isótropo S = 850 MP a, f3D = 0,75, PD = 0,075 y De = 0,65. El error máximo en la predicción 
de las velocidades de impacto obtenido en las simulaciones frente a los datos experimentales es inferior 
al 6,2 %. 
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En las figuras 6.46, 6.47 y 6.48 se puede ver que las simulaciones predicen para todas las
velocidades de impacto un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada
se expulsa como un tapo´n.
(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 280
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 280
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 280
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 280
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 280
m
s
Figura 6.46: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 280
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros del criterio de fallo de Dan˜o Iso´tropo S = 850
MPa, βD = 0,75, pD = 0,075 y Dc = 0,65.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 288
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 288
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 288
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 288
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 288
m
s
Figura 6.47: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 288
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros del criterio de fallo de Dan˜o Iso´tropo S = 850
MPa, βD = 0,75, pD = 0,075 y Dc = 0,65. En ella se puede observar como las simulaciones predicen
un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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(a) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,607e−3
ms para vimp = 423
m
s
(b) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,75e−2
ms para vimp = 423
m
s
(c) Campo de tensio´n de von Mises en t=7,5e−3 ms
para vimp = 423
m
s
(d) Campo de tensio´n de von Mises en t=1,5e−2
ms para vimp = 423
m
s
(e) Campo de tensio´n de von Mises en t=3,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
(f) Campo de tensio´n de von Mises en t=6,0e−2 ms
para vimp = 423
m
s
Figura 6.48: Evolucio´n del campo de tensio´n de von Mises para una velocidad de impacto vimp = 423
m
s
correspondiente a los valores de los para´metros del criterio de fallo de Dan˜o Iso´tropo S = 850
MPa, βD = 0,75, pD = 0,075 y Dc = 0,65. En ella se puede observar como las simulaciones predicen
un corte limpio a trave´s del espesor de placa y toda la zona impactada se expulsa como un tapo´n.
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6.11. Resumen y Comparacio´n de Modelos
A la vista de los resultados obtenidos (ver figura 6.49)en las simulaciones llevadas a cabo
para la calibracio´n de los distintos criterios de erosio´n se puede concluir que todos muestran
capacidades similares para la prediccio´n de la velocidad residual especialmente para el rango de
velocidades de impacto ma´s altas donde la velocidad residual tiene una tendencia pra´cticamente
lineal con la velocidad de impacto, a partir de los 330
m
s
. Por encima de los 330
m
s
de la velo-
cidad de impacto todos los criterios de fallo predicen la velocidad residual con un error menor
al 6%.
Observando el campo de temperaturas tras el impacto y una vez perforada la placa se puede
observar en las figuras 6.50, 6.51 y 6.52 que la temperatura alcanzada en la zona en la que el
material sufre la rotura es muy elevada por lo que podemos concluir que la rotura del material
esta´ dominada por los efectos te´rmicos ma´s que por el propio criterio de fallo seleccionado.
A bajas velocidades de impacto todos los criterios de fallo predicen la aparicio´n de una zona
muy estrecha de elevada temperatura y pra´cticamente recta que recorre casi todo el espesor de
la placa impactada. En los criterios de fallo de Cockcroft - Latham modificado por Oh, Wilkins,
Johnson-Cook y Xue- Wierzbicki la zona en la que rompe el material por elevada temperatura
no recorre todo el espesor de la placa impactada, dejando un u´ltimo tramo del espesor en el que
la rotura si puede establecerse que se debe al criterio de fallo y no al aumento de la temperatura.
A altas velocidades de impacto todos los criterios de fallo predicen la aparicio´n de una zona
considerablemente mas gruesa que en el caso de bajas velocidades que recorre la totalidad del
espesor de la placa impactada. El campo de temperaturas a altas velocidades de impacto pre-
senta una geometr´ıa similar en todos los casos pudie´ndose concluir que a altas velocidades de
impacto el fallo del material se produce por el ablandamiento te´rmico y no por el modelo de
fallo seleccionado.
El modelo de fallo basado en el dan˜o iso´tropo permite un mejor ajuste de la velocidad resi-
dual en todo el rango de velocidades de impacto analizadas siendo el error en la prediccio´n de
la velocidad residual inferior al 6.5% para todas las velocidades de impacto ensayadas.
El resto de criterios de fallo no son capaces de predecir con tanta precisio´n la velocidad
residual principalmente en un rango medio de velocidades de impacto ( vimp = 303
m
s
a vimp =
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317 m) en los cuales estos criterios de fallo muestran errores muy superiores a los presentados 
s 
por el modelo de fallo basado en el daño isótropo. Los errores en la predicción de la velocidad 
residual de estos criterios de fallo son superiores al 22 % para una velocidad de impacto de 
vimp = 303 m y moviéndose en el rango del 12 % al 19 % para una velocidad de impacto de 
s m 
Vimp = 317 -
s 
200 - -1--+ _,_ -1-- -1-- -+- Vr (CES) --<--- ~ Vr (MS) 
-+- vr (CLOH) 
-- Vr (WK) 
-+- Vr (JC) 
- - • - Vr (XW) 
- • - Vr (Dam) 
- • - Vr (Exp) 
280 300 320 340 360 380 400 420 
m 
Vimp ( 8 ) 
Figura 6.49: Velocidad residual ( Vr) obtenida experimentalmente y en las simulaciones frente a 
velocidad de impacto (vimp) .(CES) Deformación plástica equivalente acumula.da constante, (MS) 
Máxima tensión de cortadura, (CLOH) Cockcroft - Latham modificado por Oh, (WK) Wilkins, (JC) 
Johnson-Cook, (XW) Xu& Wierzbicki, (Dam) Daño Isótropo, (Exp) Experimental 
Vimp CES MS CLOH WK J C xw D am 
% % % % % % % 
280 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
288 2.60 2.69 5.43 4.18 4.83 4.96 -3.90 
303 -26.93 -26.85 -24.27 -26.85 -22.72 -23.46 -6.13 
317 -18.84 -18.40 -14.39 -12.83 -13.54 -11.92 -4.93 
331 -1.39 -1.39 -1.06 -0.97 -1.14 -0.37 -5.13 
365 5.07 5.15 5.20 5.48 5.57 5.19 4.56 
423 1.79 -0.60 1.81 2.60 2.28 2.75 0.01 
Tabla 6. 7: Resultados de los distintos criterios de fallo analizados. Para cada criterio de fallo y 
para cada velocidad de impacto se muestra el error en la predicción de la velocidad residual.(CES) 
Deformación plástica equivalente acumulada constante, (MS) Máxima tensión de cortadura, (CLOH) 
Cockcroft - Latham modificado por Oh, (WK) Wilkins, (JC) Johnson-Cook, (XW) Xu& Wierzbicki, 
(Dam) Daño Isótropo 
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(a) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 423
m
s
calculada segu´n
el criterio deformacio´n pla´stica
equivalente acumulada
(b) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 303
m
s
calculada segu´n
el criterio deformacio´n pla´stica
equivalente acumulada
(c) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 288
m
s
calculada segu´n
el criterio deformacio´n pla´stica
equivalente acumulada
(d) Campo de temperaturas para
vimp = 423
m
s
calculada segu´n el
criterio ma´xima tensio´n de corta-
dura
(e) Campo de temperaturas para
vimp = 303
m
s
calculada segu´n el
criterio ma´xima tensio´n de corta-
dura
(f) Campo de temperaturas para
vimp = 288
m
s
calculada segu´n el
criterio ma´xima tensio´n de corta-
dura
(g) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 423
m
s
calculada segu´n
el criterio de Cockcroft - Latham
modificado por Oh
(h) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 303
m
s
calculada segu´n
el criterio de Cockcroft - Latham
modificado por Oh
(i) Campo de temperaturas pa-
ra vimp = 288
m
s
calculada segu´n
el criterio de Cockcroft - Latham
modificado por Oh
Figura 6.50: Campo de temperaturas para vimp = 423
m
s
, vimp = 303
m
s
y vimp = 288
m
s
para
los criterios de fallo, deformacio´n pla´stica equivalente acumulada, ma´xima tensio´n de cortadura y de
Cockcroft - Latham modificado por Oh
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(a) Campo de temperaturas para
vimp = 423
m
s
calculada segu´n el
criterio de Wilkins
(b) Campo de temperaturas para
vimp = 303
m
s
calculada segu´n el
criterio de Wilkins
(c) Campo de temperaturas para
vimp = 288
m
s
calculada segu´n el
criterio de Wilkins
(d) Campo de temperaturas para
vimp = 423
m
s
calculada segu´n el
criterio de Johnson-Cook
(e) Campo de temperaturas para
vimp = 303
m
s
calculada segu´n el
criterio de Johnson-Cook
(f) Campo de temperaturas para
vimp = 288
m
s
calculada segu´n el
criterio de Johnson-Cook
(g) Campo de temperaturas para
vimp = 423
m
s
calculada segu´n el
criterio de Xue-Wierzbicki
(h) Campo de temperaturas para
vimp = 303
m
s
calculada segu´n el
criterio de Xue-Wierzbicki
(i) Campo de temperaturas para
vimp = 288
m
s
calculada segu´n el
criterio de Xue-Wierzbicki
Figura 6.51: Campo de temperaturas para vimp = 423
m
s
, vimp = 303
m
s
y vimp = 288
m
s
para los
criterios de fallo de Wilkins, de Johnson-Cook y de Xue-Wierzbicki
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(a) Campo de temperaturas para
vimp = 423
m
s
calculada segu´n el
criterio de dan˜o iso´tropo
(b) Campo de temperaturas para
vimp = 303
m
s
calculada segu´n el
criterio de dan˜o iso´tropo
(c) Campo de temperaturas para
vimp = 288
m
s
calculada segu´n el
criterio de dan˜o iso´tropo
Figura 6.52: Campo de temperaturas para vimp = 423
m
s
, vimp = 303
m
s
y vimp = 288
m
s
para el
criterio de dan˜o iso´tropo
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6. CALIBRACIO´N Y VALIDACIO´N
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7Aplicacio´n al Corte Ortogonal
En este cap´ıtulo se van a aplicar los modelos implementados y calibrados para la aleacio´n
Ti6Al4V a la simulacio´n de procesos de mecanizado, en concreto al corte ortogonal. Los pro-
cesos de mecanizado tienen en comu´n con los procesos de impacto grandes deformaciones y
calentamiento localizado debido al trabajo pla´stico generado y a la friccio´n en la interfase viruta
herramienta.
El objetivo de este cap´ıtulo es analizar el comportamiento de los modelos implementados
en la simulacio´n de procesos de corte. Para ello se han llevado a cabo ensayos experimentales
de corte ortogonal sobre la aleacio´n Ti6Al4V y se ha desarrollado un modelo nume´rico de corte
ortogonal basado en elementos finitos.
En este cap´ıtulo se incluye en primer lugar una breve introduccio´n a los procesos de meca-
nizado. A continuacio´n se describe el trabajo experimental realizado, seguido de los resultados
obtenidos en el modelado nume´rico del proceso de corte.
7.1. Mecanizado y Corte de Aleaciones Meta´licas
La teor´ıa de mecanizado se refiere a las diversas caracter´ısticas del proceso de corte, inclu-
yendo las fuerzas, la deformacio´n, la velocidad de deformacio´n, la temperatura y el desgaste de
las herramientas de corte.
Todas las operaciones de corte de aleaciones meta´licas, tales como torneado, taladrado, per-
foracio´n, rectificado, fresado y otros procesos de eliminacio´n de material producen viruta de
una manera similar. Por lo tanto, el ana´lisis de la formacio´n de viruta puede dar una mejor
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comprensio´n de la meca´nica de los procesos de mecanizado.
En general, la principal preocupacio´n al disen˜ar componentes estructurales es definir las con-
diciones en las que el material no se fractura o falla en servicio. Sin embargo en el mecanizado
de aleaciones meta´licas, se desea el efecto contrario, de forma que la fractura del material se
produzca con un mı´nimo esfuerzo. La optimizacio´n de los para´metros de corte de manera que
faciliten la iniciacio´n y propagacio´n de la fractura en la pieza de trabajo dara´ lugar a conside-
rables ahorros de costes.
El mecanizado es un proceso de gran importancia industrial ya que muchos componentes
de formas complejas so´lo pueden formarse por corte o fresado. Hasta no hace muchos an˜os, la
tecnolog´ıa de mecanizado se basaba en el trabajo artesanal de los te´cnicos o experimentos que
requer´ıan mucho tiempo para avanzar y cumplir con los requisitos. Hoy en d´ıa, el mecanizado
ya es ma´s ciencia que arte.
El mecanizado sigue siendo una de las operaciones de fabricacio´n menos comprendidas. El
mecanizado implica t´ıpicamente grandes tensiones y deformaciones en un pequen˜o volumen y
a una velocidad alta. Comprender la f´ısica subyacente a las operaciones de corte de aleaciones
meta´licas no solo puede ayudar a mejorar las te´cnicas y procesos de corte sino que tambie´n per-
mitira´ ampliar nuestra comprensio´n de mecanismos de gran complejidad asociados a la formacio´n
de viruta, como la formacio´n de las bandas adiaba´ticas de cortadura, que tambie´n aparecen en
otras aplicaciones industriales.
Para conseguir la optimizacio´n de los para´metros de corte antes mencionada se requiere un
mejor modelado y simulacio´n del proceso de corte de aleaciones meta´licas. La complejidad de
los feno´menos asociados al corte de aleaciones meta´licas, tales como la friccio´n entre viruta y
herramienta, el calor generado debido a esta friccio´n, las grandes tensiones en la regio´n de corte
y las altas velocidades de deformacio´n han limitado la modelizacio´n teo´rica de la formacio´n de
viruta. Esta complejidad ha forzado a que las investigaciones se centren principalmente en el
modelado y simulacio´n por ordenador del proceso de corte.
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7.1.1. Formacio´n de Viruta
Los mecanismos de formacio´n de viruta son bastante complejos, lo que lleva a teor´ıas y
modelos igualmente complejos que representan estas teor´ıas. Es cierto que los modelos siempre
incluyen simplificaciones con el fin de incorporar adecuadamente la teor´ıa, pero el peligro de
una sobresimplificacio´n esta´ latente. El conocimiento de los mecanismos ba´sicos de formacio´n
de viruta es el primer paso para poder controlar la formacio´n de la viruta y a entender las
caracter´ısticas de la misma. La falta de control sobre la formacio´n de la viruta suele conducir a
acabados superficiales mas pobres, una deficiente precisio´n dimensional y problemas relaciona-
dos con la retirada de viruta de la zona de mecanizado.
La formacio´n de viruta en todos los procesos de mecanizado puede ser descrito, en teor´ıa, de
una manera comu´n por dos esquemas de corte diferentes denominado de corte ortogonal y de
corte oblicuo, representados en 7.1 y 7.2 respectivamente. En el corte ortogonal el borde de corte
de la herramienta es perpendicular a la direccio´n de movimiento relativa entre la herramienta
de corte y la pieza de trabajo y tambie´n a la cara lateral de la pieza de trabajo. A partir del
movimiento relativo de la pieza de trabajo y la herramienta de corte, se genera una capa de
material que forma la viruta.
El corte ortogonal representa un problema meca´nico de dos dimensiones que no considera el
rizado lateral de la viruta. Esto representa so´lo una pequen˜a proporcio´n dentro de los procesos
de mecanizado utilizados en la industria moderna. Sin embargo, es ampliamente utilizado en el
trabajo teo´rico y experimental debido a su simplicidad.
Debido a su naturaleza 2D, en los problemas de corte ortogonal, muchas variables del pro-
blema se eliminan, por ejemplo, so´lo se identifican dos componentes de la fuerzas de corte. Por
otro lado, el corte oblicuo, donde la herramienta de corte se inclina un a´ngulo λ como se puede
ver en 7.2, corresponde a un problema de tres dimensiones con una representacio´n ma´s realista
del flujo de la viruta, pero requiere de ana´lisis ma´s complejo, al ser necesario considerar las tres
componentes de la fuerza de corte y el rizado de la viruta lateralmente.
En el corte oblicuo, que es el caso ma´s general que incluye el corte ortogonal, se pueden
considerar tres componentes de la fuerza de corte mutuamente perpendiculares. Si se adopta un
sistema de coordenadas basado en las direcciones de la velocidad de corte y de avance podemos
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Figura 7.1: Modelo de corte ortogonal
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establecer las siguientes componentes de la fuerza en la herramienta.
Fuerza de corte (Fc): componente en la direccio´n del movimiento de corte y por tanto,
paralela a la superficie mecanizada de la pieza en el filo de la herramienta.
Fuerza de avance (Fa): componente en la direccio´n del movimiento de avance
Fuerza de penetracio´n (Fp): es la componente de la fuerza perpendicular a las dos anterio-
res.
Figura 7.2: Modelo de corte oblicuo
En el corte ortogonal, la fuerza de penetracio´n es nula por la naturaleza bidimensional del
problema siendo, en la mayor´ıa de los casos, la fuerza de corte (Fc) la mayor.
El conocimiento de las fuerzas de corte antes del mecanizado, si es posible, es importante ya
que a trave´s de estas se pueden estimar los requisitos de potencia de la ma´quina herramienta,
las propiedades de la herramienta de corte y la calidad de la pieza de trabajo. Por ejemplo,
si la fuerza de avance es alta y el soporte de la herramienta no es lo suficientemente r´ıgido,
el borde de corte sera´ empujado lejos de la superficie de la pieza, causando falta de precisio´n
dimensional. La magnitud de estas fuerzas esta´ ligada a los para´metros de corte, como pueden
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ser la velocidad, el avance, etc. adema´s de las caracter´ısticas del material a mecanizar. En la
figura 7.3 se muestran los principales para´metros de corte que son:
Velocidad de Corte Vc, es la velocidad relativa entre la herramienta y la pieza a mecanizar
Avance ac, se refiere al espesor de la porcio´n de material que tras el corte se convierte en
viruta.
Espesor de viruta av, se refiere al espesor con el que queda el avance tras el corte.
a´ngulo de desprendimiento γ, es el a´ngulo formado entre la cara de desprendimiento y la
perpendicular a la direccio´n de corte.
a´ngulo de filo de la herramienta β, es el a´ngulo formado entre la cara de desprendimiento
y la de incidencia de la herramienta.
a´ngulo de incidencia α, es el a´ngulo formado entre la superficie de incidencia de la herra-
mienta con la superficie mecanizada.
a´ngulo de cortadura Φ, es el a´ngulo que forma la linea que va desde el filo de la herramienta
hasta el punto de la superficie de la pieza en el que esta empieza a deformarse.
Un a´ngulo de desprendimiento grande favorece la penetracio´n de la herramienta y mejora el
acabado superficial, pero el filo suele ser de´bil y expuesto a una rotura catastro´fica. Si el a´ngulo
de desprendimiento es pequen˜o o negativo, el corte de material requiere un mayor consumo de
energ´ıa durante el corte resultando en un mayor calentamiento de la herramienta ademas de
que en ocasiones, si el material es muy resistente, se necesita un portaherramientas ma´s ro-
busto convenientemente ajustado para compensar las vibraciones. El aspecto positivo de usar
herramientas con a´ngulo de desprendimiento pequen˜o o negativo es la de conseguir una herra-
mienta ma´s robusta. En general, el a´ngulo de desprendimiento ma´s adecuado sera´ el mayor que
la herramienta pueda soportar sin romperse, y su eleccio´n estara´ condicionada por el resto de
para´metros de corte. En funcio´n del valor del a´ngulo de desprendimiento, las herramientas de
corte se clasifican en herramientas con geometr´ıa positiva (γ > 0) y con geometr´ıa negativa
(γ < 0). Para los materiales de alta resistencia, el a´ngulo de desprendimiento se elige para que
sea negativo, aumentando de este modo el a´ngulo del filo y creando una herramienta ma´s fuerte.
La cara de incidencia de la herramienta no participa en el arranque de viruta, sino que asegu-
ra que la herramienta no roce sobre la superficie recie´n maquinada y termine deteriorando el
acabado. Si el a´ngulo de incidencia es demasiado grande se debilita el filo, si por el contrario el
a´ngulo de incidencia es muy pequen˜o se puede producir un roce excesivo entre la herramienta y
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Figura 7.3: Modelo de corte con los para´metros ma´s representativos
la pieza provocando un aumento de la temperatura tanto de la pieza como de la herramienta lo
que se traduce en un desgaste ma´s ra´pido de la herramienta.
En el mecanizado de aleaciones meta´licas es posible distinguir tres zonas de deformacio´n
como se muestra en la figura 7.4:
la zona de deformacio´n primaria es la contenida en el a´rea OAB. El material de la pie-
za que atraviesa el borde OA experimenta grandes deformaciones a altas velocidades de
deformacio´n y sale por el borde OB endurecido debido a la deformacio´n pla´stica. Se ha
comprobado por medio de ana´lisis al microscopio y ensayos experimentales que la viruta se
produce en esta regio´n por esfuerzos de cortadura. Muchos de los estudios experimentales
muestran que esta zona tiene un espesor medio de la de´cima parte del espesor de la viruta
(47)
la zona de deformacio´n secundaria es la incluida en el a´rea OCD. A lo largo de OD, la
longitud de contacto entre la cara de desprendimiento de la herramienta y la viruta, el
material se deforma debido a la intensa friccio´n.
la zona de deformacio´n terciaria es la contenida en el a´rea OEF. En general aparece cuando
la cara de incidencia de la herramienta roza la superficie recientemente mecanizada.
La zona de deformacio´n secundaria se caracteriza por dos regiones, la regio´n se adherencia, ma´s
cercana al filo de la herramienta de corte, y la regio´n de deslizamiento, por encima de la anterior
(59). En la regio´n de adherencia se pega el material a la herramienta debido a la intensa friccio´n
y se produce un esfuerzo de cortadura con la viruta. En la zona de deformacio´n secundaria, dado
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Figura 7.4: Zonas de deformacio´n del proceso de corte en aleaciones meta´licas
que el material ya ha experimentado una deformacio´n pla´stica elevada se supone que el material
ya esta´ endurecido por deformacio´n y por tanto en las l´ıneas de deslizamiento se puede suponer
que la tensio´n de cortadura es constante a lo largo de ellas. Por otro lado, la viruta desliza en la
zona de deslizamiento con un coeficiente de friccio´n de Coulomb constante. La tensio´n de corta-
dura en la zona de adherencia y el coeficiente de friccio´n dependen de la temperatura, el material
de la herramienta y de la pieza y de la rugosidad de la superficie de la cara de desprendimiento.
Observando con detalle el filo de la herramienta 7.5, en la zona de deformacio´n terciaria, se
puede identificar un punto de remanso S en el que el material se bifurca en dos corriente, una
hacia arriba por la cara de desprendimiento y otra hacia abajo por la cara de incidencia. El
material bajo el punto de remanso S se presiona para formar la superficie de acabado.
Todas estas zonas de deformacio´n se caracterizan por un aumento de la temperatura debido a la
deformacio´n pla´stica severa en la zona primaria y debido a la friccio´n en la zona de deformacio´n
secundaria y en la terciaria cuando se dan las condiciones para que esta se genere.
Un ana´lisis detallado de los diferentes estudios del proceso de corte de aleaciones meta´licas
revela que hay diferentes modelos para este proceso resultado de los diferentes estados de tensio´n
y deformacio´n en la viruta. Durante el mecanizado continuo de la capa sin cortar del material,
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Figura 7.5: Detalle de la zona de deformacio´n terciaria del proceso de corte con indica-
cio´n del punto de remanso y las l´ıneas de flujo del material
el filo de la herramienta somete a grandes esfuerzos de compresio´n al material situado justo
delante. La fuerza resultante ejercida por la herramienta sobre la viruta se puede descomponer
en una fuerza normal, N y fuerza de rozamiento, F.
Debido a dicha compresio´n, se desarrolla un esfuerzo cortante dentro de esa regio´n compri-
mida, en diferente magnitud y en diferentes direcciones y con una magnitud que se incrementa
ra´pidamente a medida que avanza la herramienta. Cuando el valor de la tensio´n de cortadura
alcanza o supera la tensio´n de plastificacio´n del material de la pieza, se produce la aparicio´n de
una regio´n de deformacio´n por cortadura generalmente situada en un plano en el que el esfuerzo
cortante es ma´ximo. Al seguir avanzando la herramienta las fuerzas que causan los esfuerzos de
cortadura en la viruta disminuye ra´pidamente y finalmente desaparece a medida que la viruta
asciende a lo largo de la superficie de desprendimiento de la herramienta. Como resultado, la
regio´n de deformacio´n por cortadura detiene el deslizamiento antes de que se produzca el fallo
del material.
Mientras tanto en la parte posterior de la viruta empieza a experimentar de nuevo grandes
esfuerzos de compresio´n seguidos de plastificacio´n y deformacio´n por cortadura. Este feno´meno
se repite ra´pidamente dando como resultado la formacio´n y eliminacio´n de la viruta capa a
capa. Este feno´meno ha sido explicado de una manera sencilla por Piispannen (43) usando una
analog´ıa de naipes.
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En virutas procedentes de mecanizados reales es visible la aparicio´n de esta morfolog´ıa aserra-
da principalmente en la cara exterior de la viruta. La superficie interior de la viruta se vuelve lisa,
debido a una mayor deformacio´n pla´stica causada por el efecto del roce tan intenso de la viruta
con la herramienta a alta presio´n y temperatura. El patro´n de deformacio´n por deslizamiento
de las la´minas, indicado en este modelo, tambie´n se puede ver en virutas reales sometiendo a la
viruta a un ataque qu´ımico adecuado, puliendo la superficie lateral de la viruta de mecanizado
y observando bajo el microscopio.
7.1.2. Tipos de Viruta
El arranque de viruta en materiales du´ctiles se produce por la deformacio´n pla´stica que ocu-
rre en una franja estrecha denominada plano de cortadura. Para altas velocidades de corte la
conduccio´n del calor es muy reducida y el calor se concentra en un a´rea pequen˜a alrededor del
borde del filo de la herramienta. De esta manera, el endurecimiento por deformacio´n debido a
la deformacio´n pla´stica y el ablandamiento debido a la temperatura alteran las caracter´ısticas
de formacio´n de viruta.
La naturaleza de la formacio´n de viruta es aproximadamente el mismo para el corte ortogonal
que para el corte oblicuo. Hay cuatro tipos ba´sicos de viruta que se pueden formar en el proceso
de corte de metal:
Viruta continua: en general corresponde al re´gimen normal de corte y es el que mejor
acabado superficial deja. Es caracter´ıstica del corte de materiales du´ctiles en condiciones
de estado estacionario. Sin embargo, las virutas largas y continuas provocan problemas de
manejo y eliminacio´n en aplicaciones de la industria moderna.
Viruta de filo recrecido: se genera en condiciones de bajas velocidades de corte donde la
friccio´n entre la viruta y la cara de desprendimiento de la herramienta es alta. En estas
circunstancias la viruta se puede adherir a la cara de desprendimiento de la herramienta.
Esta acumulacio´n de material se conoce como filo recrecido o de aportacio´n.
Viruta discontinua: se produce cuando se mecanizan materiales fra´giles, y con materiales
du´ctiles a velocidades muy bajas de corte. El corte se produce a base de pequen˜as fracturas
del material base.
Viruta segmentada: este cuarto tipo de viruta esta´ caracterizada por ser macrosco´pica-
mente continua en el que se alternan una banda estrecha de material altamente deformada
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Figura 7.6: Micrograf´ıa de viruta continua
Figura 7.7: a) esquema de una viruta de filo recrecido (Build Up Edge) b) Micrograf´ıa
de viruta de filo recrecido
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Figura 7.8: Micrograf´ıa de viruta discontinua.
con regiones ma´s anchas de material comparativamente mucho menos deformadas. Estas
virutas se forman cuando la pieza de trabajo se ablanda con la temperatura. En las con-
diciones adecuadas el material se calienta ra´pidamente en una banda estrecha en la parte
delantera de la herramienta, debido a una localizacio´n de la deformacio´n pla´stica que gene-
ra una mayor disipacio´n de energ´ıa te´rmica, provocando un ablandamiento del material y
consecuentemente propiciando una mayor deformacio´n pla´stica. Esto hace que esa estrecha
banda sea mucho ma´s blanda y de´bil que el material circundante. Si el material tiene baja
conductividad te´rmica, el calor generado se disipa dif´ıcilmente por lo que a veces puede
considerarse que el proceso de generacio´n de calor es localmente adiaba´tico. Este tipo de
viruta se obtiene al cortar acero templado, acero inoxidable y aleaciones de titanio a altas
velocidades de corte.
7.1.2.1. Viruta Segmentada
La figura 7.10 muestra una micrograf´ıa tomada de un experimento de ”parada ra´pida”,
donde una operacio´n de corte se detiene bruscamente y la generacio´n de viruta aparece como
c¸ongelada”. La viruta en este caso no esta´ homoge´neamente deformada y presenta una forma
con una estructura fuertemente aserrada. Se pueden apreciar regiones de elevada deformacio´n
(bandas de cortadura) intercaladas entre regiones donde la deformacio´n pla´stica es bastante
menor. Este tipo de viruta es muy habitual en procesos de mecanizado a altas velocidades de
corte.
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Figura 7.9: Micrograf´ıa de viruta segmentada.
Figura 7.10: Micrograf´ıa de viruta segmentada tomada en un experimento de ”parada
ra´pida”.
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Un ana´lisis detallado del proceso de corte de aleaciones meta´licas revela que la competencia
entre endurecimiento por deformacio´n y el ablandamiento te´rmico en la zona de deformacio´n
primaria constituye una caracter´ıstica c´ıclica del proceso de formacio´n de viruta dando lugar a
la aparicio´n de las denominadas bandas adiaba´ticas de cortadura. El cara´cter c´ıclico asociado a
la formacio´n de viruta tiene como consecuencia lo´gica que las fuerzas de corte var´ıen a lo largo
de cada ciclo de formacio´n de viruta.
Estas bandas adiaba´ticas de cortadura son la manifestacio´n de una inestabilidad termo-
meca´nica que resulta de la concentracio´n de grandes deformaciones de cortadura en capas es-
trechas. La localizacio´n de la tensio´n de cortadura, que es evidente en la viruta segmentada,
so´lo puede ocurrir en la presencia de un mecanismo de ablandamiento que provoca que la de-
formacio´n de una regio´n ya deformada sea ma´s fa´cil que la de una regio´n no deformada ((45)
y (23)). La localizacio´n de la deformacio´n se acompan˜a de un acusado incremento local de la
temperatura, que es una condicio´n necesaria para la aparicio´n de bandas adiaba´ticas de corta-
dura. En general, los metales sometidos a las bajas velocidades de deformacio´n no manifiestan
ningu´n efecto asociable a las bandas adiaba´ticas de cortadura, esto es debido a que la difusio´n
del calor tiende a hacer que el campo de temperaturas sea uniforme en la pieza mecanizada. Sin
embargo la aparicio´n de viruta segmentada es ma´s habitual en el mecanizado a altas velocidades
de corte, este ablandamiento es a menudo atribuido a la subida de la temperatura causado por
la disipacio´n de energ´ıa asociado a la deformacio´n pla´stica.
Otros investigadores proponen un mecanismo alternativo para la aparicio´n de viruta seg-
mentada, atribuyendo la segmentacio´n, no a al efecto causado por la localizacio´n de la tensio´n
de cortadura, sino ma´s bien a las grietas que crecen en el material ((37) y (52)). En el pasado
tambie´n se han realizado simulaciones por elementos finitos de este proceso ((38) y (4)).
7.1.3. Mecanizado de las aleaciones de titanio
En las aleaciones de titanio, las bandas adiaba´ticas de cortadura se ven favorecidas por el
bajo valor de la conductividad te´rmica que provoca una localizacio´n importante de la tempera-
tura. Para velocidades bajas, la viruta segmentada esta´ relacionada con el desarrollo de bandas
adiaba´ticas de cortadura 7.11, que son la manifestacio´n de la inestabilidad termomeca´nica des-
crita anteriormente. Sin embargo a estas velocidades de corte relativamente bajas, el proceso de
la inestabilidad es de´bil, y la localizacio´n no es tan aguda como para altas velocidades.
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Para velocidades de corte altas, las bandas adiaba´ticas de cortadura muestran un contorno mu-
Figura 7.11: Micrograf´ıa de viruta segmentada de Ti6Al4V obtenida en un ensayo de
corte ortogonal a una velocidad de 1.2 m/s. (33)
cho ma´s definido y marcado 7.12 aparentando ser banda de transformacion, en las que se haya
producido una transformacio´n de fase.
Figura 7.12: Micrograf´ıa de viruta segmentada de Ti6Al4V obtenida en un ensayo de
corte ortogonal a una velocidad de 13 m/s. (33)
7.2. Ensayos De Corte Ortogonal
7.2.1. Dispositivo de ensayos
Los ensayos de corte ortogonal se llevaron a cabo en un torno Pinacho Smart turn 6/165. La
ma´quina herramienta se equipo´ con un dinamo´metro Kistler 9257B para la medida de fuerzas
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de mecanizado.
La pieza de trabajo de aleacio´n Ti6Al4V se utilizo´ con forma de disco de dia´metro 150 mm
y espesor 20 mm. Se mecanizaron varios anillos de espesor 2 mm (profundidad de pasada igual
a 2 mm por tanto) para realizar corte ortogonal en cada uno de ellos, con un movimiento de
avance de la herramienta perpendicular al eje de giro del torno, tal como se puede apreciar en
la figura 7.13.
Se utilizaron plaquitas de corte de carburo de wolframio sin recubrimiento adecuadas para
el mecanizado de aleaciones termorresistentes. En el mecanizado de este tipo de aleaciones se
usan generalmente plaquitas recubiertas con el objetivo de mejorar el comportamiento frente a
desgaste. Sin embargo el objetivo de estos ensayos no es evaluar el comportamiento frente a des-
gaste de la herramienta sino analizar fuerzas de corte y geometr´ıa de viruta que permita validar
los resultados obtenidos mediante el modelado nume´rico. Los tiempos de corte se establecen de
modo que el desgaste de la plaquita puede considerarse despreciable.
Se utilizaron plaquitas triangulares para operaciones de acabado del fabricante SECO. Las
plaquitas se posicionaron horizontalmente en el portaherramientas con a´ngulo de desprendimien-
to resultante igual a 0◦ y a´ngulo de incidencia igual a 7◦. El radio de filo era aproximadamente
igual a 25 µm ± 5 µm. Se realizaron ensayos de corte en seco con avance igual a 0.05, 0.1 y 0.15
mm, con velocidades de corte en el rango 30-400
m
min
.
7.2.2. Fuerzas de corte
Las fuerzas de mecanizado presentan oscilaciones debidas a la segmentacio´n de la viruta. En
la figura 7.14 se muestra un registro t´ıpico obtenido en el caso de avance 100 micras y velocidad
de corte 120
m
min
. El valor medio de las fuerzas de corte y de avance se obtiene de las zonas
donde los valores de fuerzas se han estabilizado. Dichos valores se muestran en las figuras 7.15,
7.16 y 7.17 normalizados frente a la seccio´n de viruta, es decir se presentan fuerzas espec´ıficas
de corte y avance.
En las figuras 7.15, 7.16 y 7.17 se observa que las fuerzas espec´ıficas disminuyen con el avance
a igualdad de profundidad de corte. Este hecho se debe a la influencia del radio de filo de la
herramienta que se hace ma´s patente para valores del avance del mismo orden. En este caso el
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Figura 7.13: Pieza de trabajo y s ist em a de m edida de fuerza situados en el torno. D etalle 
de la dirección de avance d e la h erram ienta d e corte 
filo redondeado actúa como una herramienta de geometría localmente muy negativa, lo que se 
relaciona con fuerzas de corte mucho más elevadas y por tanto con mayores fuerzas específicas. 
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Figura 7.15: Fuerzas de corte y avance en función de la velocidad de corte para un avance de 0.05 
mm 
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Figura 7.16: Fuerzas de corte y avance en función de la velocidad de corte para un avance de 0.10 
mm 
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Figura 7.17: Fuerzas de corte y avance en función de la velocidad de corte para un avance de 0.15 
mm 
7.2.3. M orfología d e v iruta 
El análisis de la morfología de la viruta generada mediante imágenes tomadas con microsco-
pio óptico, permite obtener las magnitudes características de la misma. 
En el caso de las aleaciones de T i, la baja conductividad térmica lleva a un calentamiento 
localizado en la zona de corte primaria. El efecto del ablandamiento térmico se relaciona con la 
aparición de bandas adiabáticas de cortante que le confieren a la viruta su característico aspecto 
con dientes de sierra, desde velocidades de corte reducidas. 
Los parámetros geométricos que caracterizan la viruta serrada se muestran en las figuras 7.18 
para los casos correspondientes a los avances de 0.05mm,, 0.10mm y 0.15mm y velocidad de corte 
4m/s. La morfología de viruta se analiza en términos del espaciado entre bandas de cortadura 
(Ls) y los valores de pico y valle (tl y t2 respectivamente) del espesor de viruta deformada (ver 
figuras 7.18, 7.19 y 7.20) . 
La observación de la viruta al microscopio electrónico (previo ataque de la superficie) per-
mite incluso observar la banda de cortante y medir aproximadamente su anchura. 
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Figura 7.18: Morfolog´ıa de viruta observada al microscopio indicando para´metros
geome´tricos para cuantificar segmentacio´n de la viruta (caso correspondiente al avance
0.05mm y velocidad de corte 4
m
s
)
Figura 7.19: Morfolog´ıa de viruta observada al microscopio indicando para´metros
geome´tricos para cuantificar segmentacio´n de la viruta (caso correspondiente al avance
0.10mm y velocidad de corte 4
m
s
)
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Figura 7.20: Morfolog´ıa de viruta observada al microscopio indicando para´metros
geome´tricos para cuantificar segmentacio´n de la viruta (caso correspondiente al avance
0.15mm y velocidad de corte 4
m
s
)
Los para´metros geome´tricos obtenidos permitira´n posteriormente su comparacio´n con los
obtenidos nume´ricamente utilizando los distintos modelos de fallo y dan˜o implementados.
7.3. Modelo Nume´rico
El modelo nume´rico de corte ortogonal se ha desarrollado utilizando el co´digo de elemen-
tos finitos ABAQUS/explicit. Dado que el proceso a simular lo permite, se ha desarrollado un
modelo bidimensional que permite realizar una ana´lisis termomeca´nico acoplado utilizando los
elementos tipo CPE4R para deformacio´n plana [Hibbit et al (21)].
La geometr´ıa ba´sica del modelo, dimensiones y condiciones de contorno se muestran en la
figura 7.21. La pieza a mecanizar es fija en su base y la herramienta se desplaza con la velocidad
de corte correspondiente. Se consideran condiciones de deformacio´n plana, lo que es acorde con
el caso real a simular, con una profundidad de pasada de 2mm, muy superior al valor del avance.
El a´ngulo de desprendimiento de la herramienta, que es uno de los para´metros ma´s influyentes
en las fuerzas de corte y en la geometr´ıa de viruta es nulo. El radio del filo principal se considera
nulo aunque en la pra´ctica siempre existe un redondeo de filo aunque la plaquita sea nueva.
Estos para´metros geome´tricos corresponden con las plaquitas de corte utilizadas en los ensayos.
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Se utilizaron distintos taman˜os de malla (que debe establecerse dependiendo del avance
considerado) y se observo´ que con un taman˜o de elemento alrededor de 6, 4 y 2 micras respecti-
vamente se obten´ıa una solucio´n de compromiso entre aproximacio´n y eficiencia de ca´lculo para
los avances de 0.15 mm, 0.10 mm y 0.05 mm respectivamente.
Figura 7.21: Esquema del modelo utilizado para la simulacio´n del corte ortogonal, in-
dicando condiciones de contorno
Las simulaciones se realizaron con todos los modelos de fallo y el modelo de dan˜o iso´tropo
descritos 2.4 Criterios de Fallo. En todos los casos se utilizaron los para´metros obtenidos a partir
de los ensayos de impacto utilizados en la calibracio´n de los modelos.
Se realizo´ la hipo´tesis de herramienta r´ıgida y se supuso un comportamiento elasto vis-
copla´stico en el caso de la pieza de trabajo, siguiendo una ecuacio´n de plastificacio´n conforme a
la expresio´n propuesta por G.R. Johnson y W. H. Cook en 1983 (25) segu´n la expresio´n 3.35.
Los para´metros de la funcio´n de plastificacio´n utilizados son los propuestos por Meyer–
Kleponis en (27) 3.3 (ver tabla 3.3) as´ı como los restantes para´metros espec´ıficos de cada modelo
de fallo son los mismos que los utilizados para la simulacio´n de los caso de impacto documenta-
dos en 6 Calibracio´n y Validacio´n.
El valor del coeficiente de Quinney-Taylor se ha supuesto igual a ηQT = 0,9. La temperatura
inicial para la pieza y herramienta se ha considerado igual a 293 ◦ K mientras que la temperatura
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de fusio´n de la aleacio´n es 1933 ◦ K.
El contacto en la interfase entre la viruta y la herramienta se simula mediante el modelo
ma´s simple de Coulomb con un coeficiente igual a 0.4, a pesar de su sencillez ha mostrado su
adecuacio´n a la simulacio´n de problemas de corte ortogonal [Molinari et al (35) y (34)].
7.3.1. Resultados nume´ricos
Se han llevado a cabo las simulaciones de los casos experimentales utilizando los diferentes
modelos de fallo y dan˜o descritos en 2.4 Criterios de Fallo. En las figuras 7.22 a 7.27 se muestran
las geometr´ıas de viruta obtenidas con los distintos modelos para el caso correspondiente a los
avances 0.05, 0.10 y 0.15 mm y velocidad de corte 4 m/s.
Las figuras 7.22, 7.24 y 7.26 muestran los campos de deformacio´n pla´stica equivalente in-
dicativos de la formacio´n de bandas adiaba´ticas de cortante. Se observa que la morfolog´ıa de
viruta que proporcionan los distintos modelos implementados es similar y tambie´n que todos
ellos reproducen de forma bastante aproximada el caso experimental.
Esta buena correspondencia entre los modelos y los casos experimentales se ha observado
tambie´n a otros avances y velocidades de corte. Se observan algunas diferencias siendo el modelo
de dan˜o el que ma´s se aproxima en cuanto a ı´ndice de segmentacio´n con menores valores de t2
que el resto de los modelos.
En las figuras 7.23, 7.25 y 7.27 se muestra el campo de temperatura normalizada. Se observa
que todos los modelos de fallo proporcionan valores similares mientras que en el caso del modelo
de dan˜o los valores son algo menores. En este u´ltimo caso el efecto del ablandamiento te´rmico
se combina con el dan˜o meca´nico para producir segmentacio´n lo que esta´ en consonancia con
las observaciones experimentales. Por ejemplo es habitual encontrar segmentacio´n en ensayos a
velocidades ma´s bajas que la velocidad a la que predicen segmentacio´n los modelos nume´ricos
debido a feno´menos relacionados con el dan˜o.
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Figura 7.22: Campo de deformacio´n pla´stica equivalente en la segmentacio´n de la viruta mostrada
por las simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un
avance de 0.050 mm.
Figura 7.23: Campo de temperatura normalizada en la segmentacio´n de la viruta mostrada por las
simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un avance de
0.050 mm.
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Figura 7.24: Campo de deformacio´n pla´stica equivalente en la segmentacio´n de la viruta mostrada
por las simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un
avance de 0.10 mm.
Figura 7.25: Campo de temperatura normalizada en la segmentacio´n de la viruta mostrada por las
simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un avance de
0.10 mm.
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Figura 7.26: Campo de deformacio´n pla´stica equivalente en la segmentacio´n de la viruta mostrada
por las simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un
avance de 0.150 mm.
Figura 7.27: Campo de temperatura normalizada en la segmentacio´n de la viruta mostrada por las
simulaciones segu´n diferentes criterios de fallo para una velocidad de corte de 4
m
s
y un avance de
0.150 mm.
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En las tablas 7.1, 7.2 y 7.3 se resumen las fuerzas de corte y avance medias y los para´metros
geome´tricos representativos de la morfolog´ıa de viruta, incluyendo el ı´ndice de segmentacio´n
SI =
t1 − t2
t1
.
Se observa una adecuacio´n razonable en cuanto a las fuerzas de mecanizado (es preciso tener
en cuenta que se ha utilizado una ecuacio´n constitutiva obtenida de la literatura y no se han
realizado ensayos dina´micos para caracterizar el material). Los modelos nume´ricos en general
minusvaloran la fuerza de avance, especialmente a avances reducidos debido al efecto del radio
de filo que no se ha tenido en cuenta en el modelo nume´rico. Este hecho tiene tambie´n efecto en
la fuerza de corte: para el avance de 0.050 mm la fuerza de corte que proporciona el modelo es
inferior a la experimental mientras que para los avances de 0.100 y 0.150 mm es superior.
Avance 0.05 mm. Velocidad de corte 4
m
s
Criterio Fc Ft t1 t2 Ls SI
CESACC 115 45 70 60 25 0.143
CESNACC 118 46 72 66 26 0.083
CLOH 110 39 73 63 27 0.137
DAMAGE 100 34 67 50 27 0.254
JC 115 46 72 56 23 0.222
MS 107 40 72 69 0.042
WK 105 38 71 61 25 0.141
XW 114 38 71 55 60 0.225
EXPERIMENTAL 125 120 72 30 30 0.583
Tabla 7.1: Datos de corte para un avance de 0.05mm y una velocidad de corte de 4
m
s
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Avance 0.10 mm. Velocidad de corte 4
m
s
Criterio Fc Ft t1 t2 Ls SI
CESACC 220 80 145 112 68 0.228
CESNACC 225 80 135 116 58 0.141
CLOH 227 83 140 128 45 0.086
DAMAGE 194 70 135 102 50 0.244
JC 222 75 145 128 45 0.117
MS 214 75 145 128 58 0.117
WK 215 75 150 127 50 0.153
XW 215 77 148 131 52 0.115
EXPERIMENTAL 190 130 157 73 54 0.535
Tabla 7.2: Datos de corte para un avance de 0.10 mm y una velocidad de corte de 4
m
s
Avance 0.15 mm. Velocidad de corte 4
m
s
Criterio Fc Ft t1 t2 Ls SI
CESACC 330 130 218 192 70 0.119
CESNACC 355 120 220 187 65 0.15
CLOH 350 125 230 178 77 0.226
DAMAGE 305 100 200 137 72 0.315
JC 345 130 230 175 85 0.239
MS 335 130 220 185 62 0.159
WK 330 126 215 187 60 0.130
XW 341 130 215 182 70 0.153
EXPERIMENTAL 255 135 194 91 90 0.53
Tabla 7.3: Datos de corte para un avance de 0.15mm y una velocidad de corte de 4
m
s
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7.4. Conclusiones
Los modelos implementados simulan la segmentacio´n de viruta sin necesidad de una forma
especial de la malla con inclinacio´n de los elementos segu´n el a´ngulo de cizalladura.
Las fuerzas de corte se predicen de forma bastante razonable aunque se observan diferencias
que esta´n dentro de lo que es habitual en los procesos de corte y se pueden atribuir a distintos
factores como diferencias en el coeficiente de friccio´n implementado y el real, para´metros de la
ecuacio´n constitutiva no obtenidos directamente sobre el material objeto de estudio, y efecto del
radio de filo entre otros.
El modelo que mejor aproxima la morfolog´ıa de viruta es el de dan˜o que simula mayor ı´ndice
de segmentacio´n que los dema´s modelos de fallo. Adema´s las temperaturas son menores lo que
se relaciona con el acoplamiento del dan˜o que contribuye a la formacio´n de la banda de cortadura.
Se puede concluir que los modelos implementados permiten simular con razonable aproxi-
macio´n el corte ortogonal de la aleacio´n Ti6Al4V. La calibracio´n a partir de ensayos de impacto
proporciona valores de los para´metros de los modelos aplicables a la simulacio´n del corte. Este
hecho simplifica el problema de la identificacio´n de para´metros desde ensayos de corte que supone
siempre un trabajo ma´s laborioso de experimentacio´n y de ana´lisis de las virutas generadas.
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8.1. Conclusiones
Para una comprensio´n adecuada del comportamiento de las aleaciones meta´licas en un amplio
rango de temperaturas y velocidades de deformacio´n as´ı como en condiciones de carga comple-
jas se ha planteado un modelo constitutivo que recoge adecuadamente el comportamiento del
material teniendo en cuenta los siguientes feno´menos:
La historia de deformaciones pla´sticas y en particular el endurecimiento iso´tropo y el
endurecimiento cinema´tico.
Los efectos te´rmicos tales como el ablandamiento te´rmico y la dilatacio´n te´rmica.
Los efectos viscopla´sticos como el efecto del endurecimiento debido a la velocidad de de-
formacio´n.
Los mecanismos o procesos que provocan el deterioro progresivo o dan˜o del material du-
rante su deformacio´n y conducen al fallo.
En esta Tesis nos hemos basado en el modelo de fallo por dan˜o propuesto por J. Lemaitre
y R. Desmorat (32). El procedimiento de integracio´n de este modelo tal y como lo plantean
sus autores conlleva una gran complejidad adema´s de ser computacionalmente poco eficiente en
comparacio´n con otros modelos de fallo al requerir calcular e invertir en cada iteracio´n de cada
paso temporal una matriz Jacobiano de un taman˜o considerable (28x28). Esto se debe a que
tratan de resolver de manera similar los cuatro modelos de dan˜o que proponen (dan˜o iso´tropo
y aniso´tropo con y sin Efecto de Cierre de Microdefectos (“Micro-defects Closure Effect”)).
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El trabajo realizado en esta Tesis se ha centrado en el modelo de dan˜o iso´tropo sin Efecto de
Cierre de Microdefectos. Para este caso en particular se ha desarrollado un algoritmo de inte-
gracio´n equivalente al propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) pero mucho ma´s eficiente
desde el punto de vista computacional ya que requiere calcular e invertir en cada iteracio´n de
cada paso temporal una matriz Jacobiano de un taman˜o reducido (3x3 en el caso adiaba´tico o
2x2 en el caso no adiaba´tico) que permite obtener resultados fiables en tiempos razonables. Este
nuevo algoritmo es mucho ma´s sencillo y eficiente, desde el punto de vista computacional, que
el propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat lo que permite analizar la aplicabilidad y la validez
de este modelo de fallo a diversos problemas, en concreto en esta Tesis se ha aplicado al estudio
del impacto a alta velocidad y mecanizado a alta velocidad de corte.
Tambie´n se ha comparado con otros modelos de fallo propuestos por otros autores. Para
ello se ha utilizado el co´digo de elementos finitos ABAQUS y se ha implementado la subrutina
VUMAT con el objeto de ajustar y validar diferentes criterios de fallo, adema´s del de dan˜o
iso´tropo, en los que el deterioro del material no esta´ acoplado con el comportamiento meca´nico
del material ajustando los resultados de las simulaciones de ensayos de impacto a los resultados
experimentales obtenidos en esta Tesis Doctoral.
El trabajo desarrollado en esta se resume en:
Formulacio´n e implementacio´n dentro de un co´digo de elementos finitos comercial un algo-
ritmo de integracio´n nume´rica, eficiente desde el punto de vista computacional, del modelo
de dan˜o iso´tropo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32).
Extensio´n del modelo de dan˜o iso´tropo propuesto por J. Lemaitre y R. Desmorat (32) a
condiciones no isotermas
Implementacio´n de distintos modelos de fallo du´ctil dentro de un co´digo de elementos
finitos, incluido el dan˜o iso´tropo, que permita la evaluacio´n, validacio´n y comparacio´n de
los mismos aplicados a problemas de impacto a alta velocidad.
Calibracio´n y ajuste de los para´metros que caracterizan cada modelo de fallo para, en la
medida de lo posible, hacer coincidir los resultados de las simulaciones con los resultados
experimentales obtenidos en ensayos de impacto a alta velocidad
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Ana´lisis y comparacio´n de los resultados obtenidos por cada uno de los modelos de fallo
implementados
Las aportaciones originales que se pueden extraer de esta Tesis Doctoral son:
Se ha simplificado notablemente el algoritmo impl´ıcito de integracio´n para un modelo
constitutivo termoviscopla´stico completamente acoplado con el modelo de dan˜o iso´tropo
propuesto por Lemaitre y Desmorat. El algoritmo propuesto requiere la construccio´n de
una matriz Jacobiana de taman˜o reducido (3x3) en lugar de la matriz Jacobiana propuesta
por Lemaitre y Desmorat (28x28)
El algoritmo de integracio´n desarrollado incorpora al modelo propuesto por Lemaitre y
Desmorat los efectos te´rmicos que no son desarrollados expl´ıcitamente por estos autores.
En particular se incluye la dilatacio´n te´rmica y el ablandamiento te´rmico.
El algoritmo de integracio´n desarrollado es de uso general siendo por tanto va´lido para
estados de carga tridimensionales y aplicable a modelos constitutivos viscopla´sticos inclu-
yendo el endurecimiento iso´tropo y cinema´tico, as´ı como los efectos de la velocidad de
deformacio´n y dan˜o iso´tropo.
El algoritmo desarrollado puede ser directamente aplicable a modelos constitutivos que
consideren simulta´neamente el endurecimiento iso´tropo y el cinema´tico sin necesidad de
incluir dan˜o, siendo el coste computacional similar al del algoritmo cla´sico de retorno radial
que considera el endurecimiento iso´tropo exclusivamente.
El esquema de integracio´n nume´rica propuesto en esta Tesis Doctoral se ha aplicado con
e´xito a la simulacio´n de ensayos de impacto de alta velocidad. Para ello se ha empleado
la subrutina de usuario VUMAT disponibles en el co´digo comercial de elementos finitos
ABAQUS/explicit, demostrando su eficacia y robustez.
Se ha formulado una expresio´n para el operador tangente consistente con el algoritmo de
integracio´n.
El esquema de integracio´n nume´rica propuesto en esta Tesis Doctoral se ha extendido
para implementar otros modelos o criterios de fallo en los que el deterioro del material no
esta´ acoplado con el comportamiento meca´nico como ocurre con el dan˜o iso´tropo.
Respecto a la simulacio´n de los impactos a alta velocidad, los resultados ofrecidos por el
criterio de fallo por dan˜o iso´tropo es el que mejor se ajusta a los resultados experimentales en
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todo el rango de velocidades de impacto ensayadas si bien el tiempo de ca´lculo es sensiblemente
superior al que ofrecen otros criterios de fallo, pero estimamos que tambie´n debe ser muy infe-
rior al tiempo de ca´lculo que se obtendr´ıa de haber seguido la aproximacio´n propuesta por J.
Lemaitre y R. Desmorat (32).
8.2. Trabajos Futuros
El trabajo realizado en esta Tesis Doctoral va a servir de base para el modelado de otros
procesos dina´micos como es el caso del mecanizado. El grupo de investigacio´n en el que se ha
realizado la Tesis Doctoral desarrolla una l´ınea de estudio de mecanizado de aleaciones ter-
morresistentes en la que se utilizara´n las subrutinas y otras aplicaciones software que se han
implementado a lo largo del desarrollo de esta Tesis.
En esta Tesis Doctoral se han aplicado los modelos implementados a la simulacio´n del corte
ortogonal de la aleacio´n Ti6Al4V, analizando la influencia del criterio de fallo en las fuerzas de
corte y la morfolog´ıa de viruta.
Se profundizara´ en dicho estudio analizando la influencia de los modelos tambie´n en el pro-
ceso de generacio´n de bandas de cortadura.
Asimismo se ampliara´ el estudio aplicando los modelos de fallo y dan˜o implementados a la
caracterizacio´n de aleaciones de Ni y al ana´lisis del corte de dichas aleaciones, que presentan un
gran endurecimiento por deformacio´n y en consecuencia baja maquinabilidad.
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Ape´ndices A
Operadores Tensoriales
A.1. Productos tensoriales
Productos dia´dicos
a¯⊗ b¯ijkl = a¯ij b¯kl (A.1)
a¯⊗b¯ijkl = a¯ikb¯lj (A.2)
a¯⊗b¯ijkl = a¯ilb¯jk (A.3)
Productos contra´ıdos y matriciales
Entre tensores de segundo orden.
a¯ : b¯ = a¯ij b¯ij (A.4)
Entre tensores, un tensor de cuarto orden A¯ y uno de segundo orden b¯.
A¯ : b¯ij = A¯ijklb¯kl (A.5)
Producto de dos tensores de segundo orden
a¯b¯ij = a¯ikb¯kj (A.6)
Operador Traza
traza(a¯) = a¯ii = a¯ : 1¯ (A.7)
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A.2. Definiciones de tensores
Tensor identidad de segundo orden
1¯ 1¯ij = δij (A.8)
Tensor identidad de cuarto orden
I¯ = 1¯⊗1¯ I¯ijkl = δikδlj (A.9)
I¯ : a¯ = a¯ (A.10)
Tensor identidad desviador de cuarto orden
I¯
D
= I¯ − 1
3
1¯⊗ 1¯ (A.11)
Tensor desviador de un tensor de segundo orden
a¯D = a¯− 1
3
(a¯ : 1¯)1¯ = a¯− 1
3
traza(a¯)1¯ (A.12)
Ca´lculo diferencial de tensores
∂a¯
∂a¯
= I¯ (A.13)
Siendo I¯ el tensor identidad de cuarto orden.
∂a¯−1
∂a¯
= −a¯−1⊗a¯−1 (A.14)
∂a¯b¯
∂a¯
= 1¯⊗b¯ (A.15)
∂b¯a¯
∂a¯
= b¯⊗1¯ (A.16)
Siendo 1¯ el tensor identidad de segundo orden.
∂a¯2
∂a¯
= a¯⊗1¯+ 1¯⊗a¯ (A.17)
∂a¯ : b¯
∂a¯
=
∂b¯ : a¯
∂a¯
= I¯ : b¯ = b¯ (A.18)
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A.2 Definiciones de tensores
∂a¯ : a¯
∂a¯
= I¯ : a¯+ a¯ : I¯ = 2a¯ (A.19)
(∂f(a¯)T¯ (a¯))
∂a¯
= T¯ (a¯)⊗ ∂f(a¯)
∂a¯
+ f(a¯)
∂T¯ (a¯)
∂a¯
(A.20)
∂traza(a¯)
∂a¯
= 1¯ (A.21)
∂a¯D
∂a¯
=
∂(a¯− 1
3
traza(a¯)1¯)
∂a¯
= I¯ − 1
3
1¯⊗ 1¯ = I¯D (A.22)
∂a¯D : a¯D
∂a¯
=
∂((a¯− 1
3
traza(a¯)1¯) : (a¯− 1
3
traza(a¯)1¯))
∂a¯
=
∂((a¯ : a¯− 2
3
traza(a¯)1¯ : a¯+
1
9
traza(a¯)21¯ : 1¯))
∂a¯
=
∂((a¯ : a¯− 2
3
traza(a¯)2 +
1
9
traza(a¯)23))
∂a¯
=
∂((a¯ : a¯− 1
3
traza(a¯)2)
∂a¯
=
(2a¯− 2
3
traza(a¯)1¯) = 2a¯D (A.23)
∂
√
a¯D : a¯D
∂a¯
=
∂(
√
(a¯− 1
3
traza(a¯)1¯) : (a¯− 1
3
traza(a¯)1¯))
∂a¯
=
∂(
√
(a¯ : a¯− 2
3
traza(a¯)1¯ : a¯+
1
9
traza(a¯)21¯ : 1¯))
∂a¯
=
1
2
√
a¯D : a¯D
∂((a¯ : a¯− 2
3
traza(a¯)1¯ : a¯+
1
9
traza(a¯)21¯ : 1¯))
∂a¯
=
1
2
√
a¯D : a¯D
∂((a¯ : a¯− 2
3
traza(a¯)2 +
1
9
traza(a¯)23))
∂a¯
=
1
2
√
a¯D : a¯D
∂((a¯ : a¯− 1
3
traza(a¯)2)
∂a¯
=
1
2
√
a¯D : a¯D
(2a¯− 2
3
traza(a¯)1¯) =
a¯D√
a¯D : a¯D
(A.24)
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∂(
a¯D√
a¯D : a¯D
)
∂a¯
=
1√
a¯D : a¯D
∂(a¯D)
∂a¯
+ a¯D
∂(
1¯√
a¯D : a¯D
)
∂a¯
=
1√
a¯D : a¯D
I¯
D − a¯
D
2
(
1¯
3
√
a¯D : a¯D
)
∂(a¯D : a¯D)
∂a¯
=
1√
a¯D : a¯D
I¯
D − a¯
D
2
(
1¯
3
√
a¯D : a¯D
)a¯D2 (A.25)
Miscela´nea de operaciones de tensores
I¯
D
: a¯ = I¯ : a¯− 1
3
(1¯⊗ 1¯) : a¯ = a¯− 1
3
traza(a¯)1¯ = a¯D (A.26)
I¯
D
: 1¯ = 1¯
D
= 0¯ (A.27)
traza(a¯D) = traza(a¯− 1
3
traza(a¯)1¯) = traza(a¯)− 1
3
traza(a¯)traza(1¯) =
traza(a¯))− 1
3
traza(a¯)3 = 0 (A.28)
traza(1¯) = 3 (A.29)
(1¯⊗ 1¯) : a¯ = traza(a¯)1¯ (A.30)
(1¯⊗ 1¯) : 1¯ = traza(1¯)1¯ = 31¯ (A.31)
(1¯⊗ 1¯) : b¯D = traza(b¯D)1¯ = 0¯ (A.32)
a¯ : b¯
D
= (a¯D +
1
3
traza(a¯)1¯) : b¯
D
= (a¯D : b¯
D
) +
1
3
traza(a¯)1¯ : b¯
D
=
(a¯D : b¯
D
) +
1
3
traza(a¯)traza(b¯
D
) = a¯D : b¯
D
(A.33)
(1¯⊗ 1¯) : b¯ = δijδklb¯kl = δijtraza(b¯) (A.34)
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Tensores sime´tricos
Si el tensor a¯ es sime´trico se tiene:
a¯b¯a¯ = c¯ : b¯ con c¯ = a¯⊗a¯ (A.35)
Teniendo en cuenta A.18 y A.35 se deduce:
∂(a¯b¯a¯)
∂b¯
=
∂(c¯ : b¯)
∂b¯
= c¯ = a¯⊗a¯ (A.36)
(a¯b¯a¯)D = c¯ : b¯ con c¯ = a¯⊗a¯− 1
3
1¯⊗ a¯2 (A.37)
Teniendo en cuenta A.18 y A.37 se deduce:
∂(a¯b¯a¯)D
∂b¯
=
∂(c¯ : b¯)
∂b¯
= c¯ = a¯⊗a¯− 1
3
1¯⊗ a¯2 (A.38)
Teniendo en cuenta A.18, A.22 y A.37 se deduce:
∂(a¯b¯
D
a¯)D
∂b¯
=
∂(c¯ : b¯
D
)
∂b¯
= I¯
D
: c¯ = I¯
D
: (a¯⊗a¯− 1
3
1¯⊗ a¯2) (A.39)
traza(a¯2) = a¯ : a¯ (A.40)
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Ape´ndices B
Variables Intermedias
Para simplificar las expresiones finales y antes de proceder a la deduccio´n de las ecuaciones
que permiten un esquema de integracio´n nume´rica eficiente de las ecuaciones recopiladas en 4.3
Recopilacio´n de Ecuaciones, es conveniente definir algunas variables intermedias y obtener las
expresiones de sus derivadas parciales. Mas abajo se pueden encontrar tales definiciones y las
expresiones de las derivadas parciales necesarias.
ǫ¯e trialn+1 = ǫ¯
e
n +∆ǫ¯n+1 (B.1)
σ˜trialn+1 (;∆ǫ¯n+1) = C : ǫ¯
e trial
n+1 = σ˜n + C : ∆ǫ¯n+1 (B.2)
σ˜trial
D
n+1 (;∆ǫ¯n+1) = σ˜
D
n + C : ∆ǫ¯n+1
D = I¯D : C : ǫ¯e trialn+1 = 2Gǫ¯
etrial
D
n+1 (B.3)
Ctrialan+1 = 2σ
trial2
eqn+1
(B.4)
Ctrialbn+1 =
3
2
(σ˜trialn+1 + 2Gǫ¯
e trial
n+1 ) : σ¯bn = 3σ˜
trialD
n+1 : σ¯bn = 3σ˜
trial
n+1 : σ¯bn (B.5)
Y trialn+1 = σ˜
trial
n+1 : ǫ¯
e trial
n+1 (B.6)
Bn+1(∆pn+1, Dn+1) = (1 + 2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1) (B.7)
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Σ¯n+1(∆pn+1, Dn+1; ∆ǫ¯n+1) = σ˜
trialD
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
(B.8)
De donde se puede calcular Σeqn+1 como:
Σ2eqn+1(∆pn+1, Dn+1; ∆ǫ¯n+1) =
3
2
Σ¯n+1 : Σ¯n+1 =
Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
(B.9)
y definir Ω¯n+1 y Λn+1 como:
Ω¯n+1(∆pn+1, Dn+1; ∆ǫ¯n+1) =
Σ¯n+1
Σeqn+1
(B.10)
Λn+1(∆pn+1, Dn+1; ∆ǫ¯n+1) = 3σ˜
trial
n+1 : Ω¯n+1 =
Ctrialan+1 −
Ctrialbn+1
Bn+1
Σeqn+1
(B.11)
B.0.1. Derivadas parciales respecto a ∆ p, D, ∆ T y la variable B
En lo que sigue y por simplicidad, las referencias al paso del tiempo (sub´ındice (∗)n+1) sera´n
omitidas.
Σeq,B =
∂Σeq
∂B
(∆p,D; ∆ǫ¯) =
Ctrialb − 2
σ¯2beqn
B
2B2Σeq
(B.12)
Λ,B =
(2σ¯2beqnC
trial
a − Ctrial
2
b )
2(BΣeq)3
1 (B.13)
Y,∆p =
∂Y
∂∆p
= 6G∆p− Λ− 2∆pCαCσb(1−D)Λ,B (B.14)
Y,D =
∂Y
∂D
= 2CαCσb∆p
2Λ,B (B.15)
Y,∆T =
∂Y
∂∆T
= −6Kαtr(ǫ¯e trial) + 2K∆T (3α)2 (B.16)
1ver D.29 para ma´s detalles
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Ω¯,B =
Λ
2(BΣeq)2
σ¯bn −
Σeq,B
Σ2eq
σ˜trial
D 1 (B.17)
Ω¯,∆p =
∂Ω¯
∂∆p
=
∂Ω¯
∂B
∂B
∂∆p
= 2CαCσb(1−D)(
Λ
2(BΣeq)2
σ¯bn −
Σeq,B
Σ2eq
σ˜trial
D
) (B.18)
Ω¯,D =
∂Ω¯
∂D
=
∂Ω¯
∂B
∂B
∂D
= −2CαCσb∆p(
Λ
2(BΣeq)2
σ¯bn −
Σeq,B
Σ2eq
σ˜trial
D
) (B.19)
Ω¯,∆T =
∂Ω¯
∂∆T
= 0¯ (B.20)
B.0.2. Derivadas parciales respecto a ∆ǫ¯
∂ǫe trial
∂∆ǫ¯
= I¯ (B.21)
∂tr(ǫe trial)
∂∆ǫ¯
=
∂tr(ǫe +∆ǫ¯)
∂∆ǫ¯
= 1¯ (B.22)
∂σ˜trial
∂∆ǫ¯
=
∂(σ˜n + C : ∆ǫ¯)
∂∆ǫ¯
= C (B.23)
∂tr(σ˜trial)
∂∆ǫ¯
=
∂3Ktr(ǫe trial)
∂∆ǫ¯
= 3K1¯ (B.24)
∂σ˜trial
D
∂∆ǫ¯
=
∂2Gǫ¯e
trialD
∂∆ǫ¯
= 2GI¯D :
∂ǫ¯e trial
∂∆ǫ¯
= 2GI¯D (B.25)
∂Ctriala
∂∆ǫ¯
= 24G2ǫ¯trial
D
= 12Gσ˜trial
D 2 (B.26)
∂Ctrialb
∂∆ǫ¯
=
∂3σ˜trial : σ¯bn
∂∆ǫ¯
=
∂3σ˜trial
∂∆ǫ¯
: σ¯bn = 3C : σ¯bn = 6Gσ¯bn (B.27)
1ver D.30 para ma´s detalles
2ver D.31 para ma´s detalles
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∂Ctrialc
∂∆ǫ¯
= 2σ˜trial 1 (B.28)
Ω¯,∆ǫ¯ =
∂Ω¯
∂∆ǫ¯
= 2G
I¯D − 3
2
Ω¯⊗ Ω¯
Σeq
2 (B.29)
Σeq,∆ǫ¯ =
∂Σeq
∂∆ǫ¯
= 3GΩ¯ 3 (B.30)
Λ,∆ǫ¯ =
∂Λ
∂∆ǫ¯
= 3G(Ω¯(2− Λ
Σeq
) + 2
σ˜trial
D
Σeq
) 4 (B.31)
Y,∆ǫ¯ =
∂Y
∂∆ǫ¯
= 2σ˜trial − 6Kα∆T 1¯− 3G∆p(Ω¯(2− Λ
Σeq
) + 2
σ˜trial
D
Σeq
) 5 (B.32)
1ver D.32 para ma´s detalles
2ver D.33 para ma´s detalles
3ver D.34 para ma´s detalles
4ver D.35 para ma´s detalles
5ver D.36 para ma´s detalles
202
Ape´ndices C
Matriz Jacobiana
Los te´rminos de la matriz Jacobiana son:
∂Rf
∂∆pn+1
=
(1−Dn+1)Cα
Bn+1
(
2Bn+1CσbΣeq,Bn+1 −
3
2Bn+1
)
− 3G−R,∆pn+1 (C.1)
∂Rf
∂Dn+1
= −∆pn+1Cα
Bn+1
(
2Bn+1CσbΣeq,Bn+1 −
3
2Bn+1
)
(C.2)
∂Rf
∂∆Tn+1
= −R,∆Tn+1 (C.3)
∂RD
∂∆pn+1
= 

−
(Yn+1
S
)βD−1[(Yn+1
S
)
+
βD∆pn+1
S
Y,∆pn+1
]
if pn ≥ pD
−
(Yn+1
S
)βD−1[(Yn+1
S
)
+
βD∆p
∗
n+1
S
Y,∆pn+1
]
if pn < pD < pn+1
0 if pn+1 < pD
(C.4)
∂RD
∂Dn+1
=


1− ∆pn+1βD
S
(Yn+1
S
)βD−1
Y,Dn+1 if pn ≥ pD
1− ∆p
∗
n+1βD
S
(Yn+1
S
)βD−1
Y,Dn+1 if pn < pD < pn+1
0 if pn+1 < pD
(C.5)
∂RD
∂∆Tn+1
=


−∆pn+1βD
S
(Yn+1
S
)βD−1
Y,∆Tn+1 if pn ≥ pD
−∆p
∗
n+1βD
S
(Yn+1
S
)βD−1
Y,∆Tn+1 if pn < pD < pn+1
0 if pn+1 < pD
(C.6)
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∂RT
∂∆pn+1
= −ηQT (1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
[
(1−Dn+1)(Λn+1
2
− 6G∆pn+1) +
Y βD+1n+1
SβD
+
Λ,Bn+1CαCσb∆pn+1(1−Dn+1)2 +∆pn+1
(βD + 1)Y
βD
n+1
SβD
Y,∆pn+1
]
(C.7)
∂RT
∂Dn+1
=
ηQT∆pn+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
[(Λn+1
2
− 3G∆pn+1
)
+
Λ,Bn+1(1 −Dn+1)CαCσb∆pn+1 −
(βD + 1)Y
βD
n+1
SβD
Y,Dn+1
]
(C.8)
∂RT
∂∆Tn+1
= 1− ηQT∆pn+1(1 + tr(ǫ¯n+1))
cvρ0
[(βD + 1)Y βDn+1
SβD
Y,∆Tn+1
]
(C.9)
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Ape´ndices D
Detalle de la deduccio´n de
expresiones
C = 2GI¯ + λ1¯⊗ 1¯ = 2GI¯D +K1¯⊗ 1¯ (D.1)
Teniendo en cuenta A.32:
C : a¯D = 2GI¯
D
: a¯D +K(1¯⊗ 1¯) : a¯D = 2Ga¯D (D.2)
Teniendo en cuenta A.27 y A.30 tenemos:
C : 1¯ = 2GI¯
D
: 1¯+K(1¯⊗ 1¯) : 1¯ = 3K1¯ (D.3)
Por otro lado teniendo en cuenta A.26 y A.33 tenemos:
2Ga¯ : b¯
D
= 2Ga¯D : b¯
D
= (2GI¯
D
: a¯) : b¯
D
= (C : a¯−K(1¯⊗ 1¯) : a¯) : b¯D (D.4)
Siendo:
fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T ) =√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D + C ′JC(T, D¯, p˙)(1 +B′JCp(r)nJC )) (D.5)
Se obtiene:
∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ˜
=
∂
√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
∂σ˜
=
∂
√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
∂(σ˜ − σ¯b) :
∂(σ˜ − σ¯b)
∂σ˜
=√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
: I¯
D
=
3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
(D.6)
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σ˜ = (H¯σ¯DH¯)D +
σH
1− ηDH 1¯ (D.7)
Teniendo en cuenta A.20, A.21 y A.38 se tiene que:
∂σ˜
∂σ¯
=
∂((H¯σ¯DH¯)D +
σH
1− ηDH 1¯)
∂σ¯
=
∂((H¯σ¯DH¯)D)
∂σ¯
+
1
1− ηDH 1¯⊗
∂σH
∂σ¯
=
I¯
D
: (H¯⊗H¯ − 1
3
1¯⊗ H¯2) + 1
1− ηDH 1¯⊗ 1¯ (D.8)
∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ¯
=
∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ˜
:
∂σ˜
∂σ¯
=
(I¯
D
: (H¯⊗H¯ − 1
3
1¯⊗ H¯2) + 1
1− ηDH 1¯⊗ 1¯) :
3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
(D.9)
Si adema´s tenemos en cuenta A.32 se tiene:
∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ¯
=
I¯
D
: (H¯⊗H¯ − 1
3
1¯⊗ H¯2) : 3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
=
3
2
I¯
D
: (H¯(σ˜ − σ¯b)DH¯)√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
=
3
2
(H¯(σ˜ − σ¯b)DH¯)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
(D.10)
Por otro lado, teniendo en cuenta la definicio´n de la funcio´n de plastificacio´n dada en D.5 y
lo establecido en D.6 tenemos:
∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ¯b
= −∂fJC(σ˜, σ¯b, R, Y¯ ; D¯, T )
∂σ˜
=
−3
2
(σ˜ − σ¯b)D√
3
2
(σ˜ − σ¯b)D : (σ˜ − σ¯b)D
(D.11)
Las siguientes derivadas parciales son ampliamente usadas en esta Tesis Doctoral.
∂a¯eq
∂a¯
=
∂
√
3
2
a¯D : a¯D
∂a¯
=
√
3
2
2
√
a¯D : a¯D
∂a¯D : a¯D
∂a¯
=
√
3
2
2
√
a¯D : a¯D
2a¯D =
3
2
a¯D
a¯eq
(D.12)
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La deduccio´n de 3.42 es como sigue:
˙¯ǫp = λ˙
∂F
∂σ¯
= λ˙
[∂(σ˜ − σ¯b)eq
∂σ¯
−
=0
∂R(p, p˙, T, ...)
∂σ¯
+
=0
∂(Cσb σ¯b : σ¯b)
∂σ¯
+
=0∂(
S
(s+ 1)(1−D)
(Y
S
)βD+1
)
∂σ¯
]
=
λ˙
[∂((σ˜ − σ¯b)eq)
∂(σ˜ − σ¯b) :
∂(σ˜ − σ¯b)
∂σ˜
:
∂(σ˜)
∂σ¯
]
=
λ˙
[3
2
(σ˜ − σ¯b)D
((σ˜ − σ¯b)eq) : I¯ : I¯
1
1−D
]
=
λ˙
1−D
3
2
(σ˜ − σ¯b)D
((σ˜ − σ¯b)eq) (D.13)
La deduccio´n de 4.30 es como sigue:
˙¯hκ = −λ˙ ∂F
∂σ¯b
= −λ˙
[∂(σ˜ − σ¯b)eq
∂σ¯b
−
=0
∂R(p, p˙, T, ...)
∂σ¯b
+
∂(Cσb σ¯b : σ¯b)
∂σ¯b
+
=0∂(
S
(s+ 1)(1−D)
(Y
S
)βD+1
)
∂σ¯b
]
=
− λ˙
[∂((σ˜ − σ¯b)eq)
∂(σ˜ − σ¯b) :
∂(σ˜ − σ¯b)
∂σ¯b
+ (2Cσb σ¯b)
]
= −
λ˙
[
− 3
2
(σ˜ − σ¯b)D
((σ˜ − σ¯b)eq) : I¯ + (2Cσb σ¯b)
]
= λ˙
[3
2
(σ˜ − σ¯b)D
((σ˜ − σ¯b)eq) − (2Cσb σ¯b)
]
(D.14)
La deduccio´n de 3.40 es como sigue:
h˙ι = −λ˙∂F
∂R
= −λ˙
[ =0∂(σ˜ − σ¯b)eq
∂R
− ∂R(p, p˙, T, ...)
∂R
+
=0
∂(Cσb σ¯b : σ¯b)
∂R
+
=0∂(
S
(s+ 1)(1−D)
(Y
S
)βD+1
)
∂R
]
= λ˙ (D.15)
La deduccio´n de 4.31 es como sigue:
D˙ = λ˙
∂F
∂Y¯
= λ˙
[ =0∂(σ˜ − σ¯b)eq
∂Y
−
=0
∂R(p, p˙, T, ...)
∂Y
+
=0
∂(Cσb σ¯b : σ¯b)
∂Y
+
∂(
S
(s+ 1)(1−D)
(Y
S
)βD+1
)
∂Y
]
= λ˙
1
1−D
(Y
S
)βD
(D.16)
Donde se ha tenido en cuenta en D.13 la expresio´n 4.27 y por tanto:
∂(σ˜)
∂σ¯
= I¯
1
1−D (D.17)
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y en D.14 que:
∂((σ˜ − σ¯b)eq)
∂σ¯b
= −∂((σ˜ − σ¯b)eq)
∂σ˜
(D.18)
Para llegar a la expresio´n 4.42 se han agrupado los te´rminos que contienen (σ˜ − σ¯b)Dn+1 en
4.41 y se ha tenido en cuenta que σ¯bn es un tensor desviador y por lo tanto σ¯
D
bn
= σ¯bn con lo que
tenemos:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1(1 +
3
2
(2G+ Cα(1−Dn+1))∆pn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
−
2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1(σ˜ − σ¯b)eqn+1
) =
(σ˜ − σ¯b)Dn + C : ∆ǫ¯n+1D + 2CαCσb(1 −Dn+1)∆pn+1
σ¯bn
Bn+1
(D.19)
Reorganizando los te´rminos del lado izquierdo de D.19 se llega a:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1(1 +
3
2
(2G+ Cα(1−Dn+1))∆pn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
−
2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1(σ˜ − σ¯b)eqn+1
) =
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
[
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1 +
3
2
Cα(1−Dn+1)∆pn+1−
2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
]
=
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
[
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1+
3
2
Cα(1−Dn+1)∆pn+1(1− 2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
Bn+1
)
]
=
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
[
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1 +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
]
(D.20)
Reorganizando los te´rminos del lado derecho de D.19 se llega a:
(σ˜ − σ¯b)Dn + C : ∆ǫ¯n+1D + 2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
σ¯bn
Bn+1
=
σ˜Dn + C : ∆ǫ¯n+1
D + σ¯Dbn(
2CαCσb(1−Dn+1)∆pn+1
Bn+1
− 1) =
σ˜Dtrialn+1 −
σ¯Dbn
Bn+1
= Σ¯n+1 (D.21)
Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresio´n que fa´cilmente nos permite deducir 4.42:
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
[
(σ˜ − σ¯b)eqn+1 + 3G∆pn+1 +
3Cα(1−Dn+1)∆pn+1
2Bn+1
]
= Σ¯n+1 (D.22)
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Antes de determinar una expresio´n simplificada para Yn+1 es conveniente deducir lo siguiente:
σ˜trial
D
n+1 (;∆ǫ¯n+1) = I¯
D : (C : ǫ¯e trialn+1 ) = I¯
D : ((2GI¯ + λ1¯⊗ 1¯) : ǫ¯e trialn+1 ) =
I¯D : (2Gǫ¯e trialn+1 + λ1¯⊗ 1¯ : ǫ¯e trialn+1 ) =
2Gǫ¯e
trialD
n+1 + λtr(ǫ¯
e trial
n+1 )
=0
I¯D : 1¯ = 2Gǫ¯e
trialD
n+1 (D.23)
y
tr(σ˜trialn+1 ) = tr(C : ǫ
e trial
n+1 ) = tr((2GI¯
D +K1¯⊗ 1¯) : ǫe trialn+1 ) =
tr(2G
=0
I¯D : ǫe trialn+1 ) + tr(K(1¯⊗ 1¯) : ǫe trialn+1 ) =
Ktr(tr(ǫe trialn+1 )1¯) = 3Ktr(ǫ
e trial
n+1 ) (D.24)
Teniendo en cuenta que Ω¯n+1 es un tensor desviador y las expresiones B.3, B.10, B.11 y D.23
se obtiene:
3
2
∆pn+1(σ˜
trial
n+1 + 2Gǫ¯
e trial
n+1 ) : Ω¯n+1 =
3
2
∆pn+1(σ˜
trialD
n+1 + 2Gǫ¯
etrial
D
n+1 ) : Ω¯n+1 = ∆pn+1Λn+1 (D.25)
A partir de 4.51, 4.52, D.24 y D.25 llegamos a:
Yn+1 = σ˜n+1 : ǫ¯
e
n+1 =
(σ˜trialn+1 − 3Kα∆Tn+11¯− 3G∆pn+1Ω¯n+1) :
(ǫ¯e trialn+1 − α∆Tn+11¯−∆pn+1
3
2
Ω¯n+1) =
σ˜trialn+1 : (ǫ¯
e trial
n+1 −∆pn+1
3
2
Ω¯n+1)− tr(σ˜trialn+1 )α∆Tn+1−
3Kα∆Tn+1tr(ǫ¯
e trial
n+1 ) + 9K(α∆Tn+1)
2 + 3G∆p2n+1−
3G∆pn+1Ω¯n+1 : ǫ¯
e trial
n+1 = σ˜
trial
n+1 : ǫ¯
e trial
n+1 − α∆Tn+1tr(σ˜trialn+1 + 3Kǫ¯e trialn+1 )+
K(3α∆Tn+1)
2 + 3G∆p2n+1 −
3
2
∆pn+1(σ˜
trial
n+1 + 2Gǫ¯
e trial
n+1 ) : Ω¯n+1 =
Y trialn+1 − α∆Tn+1tr(σ˜trialn+1 + 3Kǫ¯e trialn+1 )+
K(3α∆Tn+1)
2 + 3G∆p2n+1 −∆pn+1Λn+1 =
Y trialn+1 − α∆Tn+1tr(6Kǫ¯e trialn+1 )+
K(3α∆Tn+1)
2 + 3G∆p2n+1 −∆pn+1Λn+1 (D.26)
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A continuacio´n se muestra como deducir la expresio´n 4.56:
cv∆Tn+1ρn+1 = ηQT∆pn+1(σ¯n+1 :
3
2
(σ˜ − σ¯b)Dn+1
(σ˜ − σ¯b)eqn+1
+
Y βD+1n+1
SβD
) =
ηQT∆pn+1((1−Dn+1)σ˜n+1 : 3
2
Σ¯n+1
Σeqn+1
+
Y βD+1n+1
SβD
) =
ηQT∆pn+1((1−Dn+1)3
2
(σ˜trialn+1 − 3Kα∆Tn+11¯−
2G∆pn+1
3
2
Σ¯n+1
Σeqn+1
) :
Σ¯n+1
Σeqn+1
+
Y βD+1n+1
SβD
) (D.27)
que, teniendo en cuenta que Σ¯n+1 es un tensor desviador (1¯ : Σ¯n+1 = 0¯) llegamos a:
cv∆Tn+1ρn+1 =
ηQT∆pn+1
[
(1−Dn+1)3
2
(σ˜trialn+1 :
Σ¯n+1
Σeqn+1
− 2G∆pn+1) +
Y βD+1n+1
SβD
]
=
ηQT∆pn+1
[
(1 −Dn+1)
(Λn+1
2
− 3G∆pn+1
)
+
Y βD+1n+1
SβD
]
(D.28)
La deduccio´n de B.13 es como sigue:
Λ,Bn+1 =
Ctrialan+1
Bn+1Σeqn+1
− 1
2
(Bn+1C
trial
an+1
− Ctrialbn+1)(Bn+1Ctrialan+1 − Ctrialbn+1)
(Bn+1Σeqn+1)
3
=
1
2(Bn+1Σeqn+1)
3
(2(Ctrialan+1)(Bn+1Σeqn+1)
2 − (Bn+1Ctrialan+1 − Ctrialbn+1)2) =
1
2(Bn+1Σeqn+1)
3
[
(B2n+1C
trial2
an+1
− 2Bn+1Ctrialan+1Ctrialbn+1 + 2σ¯2beqnCtrialan+1)−
(B2n+1C
trial2
an+1
+ Ctrial
2
bn+1
− 2Bn+1Ctrialan+1Ctrialbn+1)
]
=
(2σ¯2beqnC
trial
an+1
− Ctrial2bn+1 )
2(Bn+1Σeqn+1)
3
(D.29)
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La deduccio´n de B.17 es como sigue:
∂Ω¯n+1
∂Bn+1
=
σ¯bn
B2n+1√
Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
−
(σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
)(
Ctrialbn+1
B2n+1
− 2
σ¯2beqn
B3n+1
)
2
(√Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
)3 =
(Ctrialan+1 −
2Ctrialbn+1
Bn+1
+
2σ¯2beqn
B2n+1
)
σ¯bn
B2n+1
− (σ˜trialDn+1 −
σ¯bn
Bn+1
)(
Ctrialbn+1
B2n+1
− 2
σ¯2beqn
B3n+1
)
2
(√Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
)3 =
(Ctrialan+1 −
Ctrialbn+1
Bn+1
)σ¯bn − σ˜trial
D
n+1 (C
trial
bn+1
− 2
σ¯2beqn
Bn+1
)
2B2n+1
(√Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
)3 =
Λn+1
2(Bn+1Σeqn+1)
2
σ¯bn −
Σeq,Bn+1
Σ2eqn+1
σ˜trial
D
n+1 (D.30)
La deduccio´n de B.26 es como sigue:
∂Ctriala
∂∆ǫ¯
=
∂3σ˜trial
D
: σ˜trial
D
∂∆ǫ¯
= 12G2
∂ǫ¯trial
D
: ǫ¯trial
D
∂∆ǫ¯
=
24G2ǫ¯trial
D
= 12Gσ˜trial
D
(D.31)
La deduccio´n de B.28 es como sigue
∂Ctrialc
∂∆ǫ¯
=
∂σ˜trial : ǫ¯e trial
∂∆ǫ¯
=
∂σ˜trial
∂∆ǫ¯
: ǫ¯e trial + σ˜trial :
∂ǫ¯e trial
∂∆ǫ¯
=
C : ǫ¯e trial + σ˜trial : I¯ = 2σ˜trial (D.32)
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La deduccio´n de B.29 es como sigue:
∂Ω¯n+1
∂∆ǫ¯
=
∂
σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
Σeqn+1
∂∆ǫ¯
=
∂
σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1√
Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
+
σ¯2beqn
B2n+1
∂∆ǫ¯
=
(σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
)⊗
∂
1
Σeqn+1
∂∆ǫ¯
+
1
Σeqn+1
∂
(
σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
)
∂∆ǫ¯
=
−
(σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
)
2
(
Σeqn+1
)3 ⊗
∂(
Ctrialan+1
2
−
Ctrialbn+1
Bn+1
)
∂∆ǫ¯
+
1
Σeqn+1
∂σ˜trial
D
n+1
∂∆ǫ¯
=
− 3G
(σ˜trial
D
n+1 −
σ¯bn
Bn+1
)⊗ (σ˜trialDn+1 −
σ¯bn
Bn+1
)(
Σeqn+1
)3 + 2GΣeqn+1 I¯D =
− 3G Σ¯n+1 ⊗ Σ¯n+1(
Σeqn+1
)3 + 2GΣeqn+1 I¯D = G
2I¯D − 3Ω¯n+1 ⊗ Ω¯n+1
Σeqn+1
(D.33)
La deduccio´n de B.30 es como sigue:
Σeq,∆ǫ¯ =
1
2Σeq
∂(
Ctriala
2
− C
trial
b
B
+
σ¯2beqn
B2
)
∂∆ǫ¯
=
1
2Σeq
(
∂
Ctriala
2
∂∆ǫ¯
−
∂Ctrialb
∂∆ǫ¯
B
) =
3G
Σeq
(2Gǫ¯trial
D − σ¯bn
B
) =
3G
Σeq
(σ˜trial
D − σ¯bn
B
) = 3GΩ¯ (D.34)
La deduccio´n de B.31 es como sigue:
Λ,∆ǫ¯ =
∂
Ctriala −
Ctrialb
B
Σeq
∂∆ǫ¯
=
(Ctriala −
Ctrialb
B
)
∂
1
Σeq
∂∆ǫ¯
+
1
Σeq
∂(Ctriala −
Ctrialb
B
)
∂∆ǫ¯
=
− (Ctriala −
Ctrialb
B
)
1
Σ2eq
∂Σeq
∂∆ǫ¯
+
6G
Σeq
((2σ˜trial
D − σ¯bn
B
)) =
− Λ
Σeq
3GΩ¯ + 6G(Ω¯ +
σ˜trial
D
Σeq
) = 3G(Ω¯(2 − Λ
Σeq
) + 2
σ˜trial
D
Σeq
) (D.35)
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La deduccio´n de B.32 es como sigue:
Y,∆ǫ¯ =
∂(Ctrialc − 6Kα∆Ttr(ǫ¯e trial) +K(3α∆T )2 + 3G∆p2 −∆pΛ)
∂∆ǫ¯
=
∂(Ctrialc − 6Kα∆Ttr(ǫ¯e trial)−∆pΛ)
∂∆ǫ¯
=
2σ˜trialn+1 − 6Kα∆T 1¯ − 3G∆p(Ω¯(2 −
Λ
Σeq
) + 2
σ˜trial
D
Σeq
) (D.36)
La deduccio´n de 4.79 es como sigue:
σ˜ = σ˜0 +
∂C : (ǫe trial − α∆T 1¯−∆p3
2
Ω¯)
∂∆ǫ¯
: δ∆ǫ¯+
∂C : (ǫe trial − α∆T 1¯−∆p3
2
Ω¯)
∂υ¯
δυ¯ =
σ˜0 + C : (I¯ −∆p3
2
∂(Ω¯)
∂∆ǫ¯
) : δ∆ǫ¯−
C :
(3
2
(Ω¯ + ∆p
∂Ω¯
∂∆p
),∆p
3
2
∂Ω¯
∂D
, α1¯
)
δυ¯ (D.37)
La deduccio´n de 4.89 es como sigue:
∂RT
∂∆ǫ¯
=
∂(∆T − ηQT∆p(1 + tr(ǫ¯))
cvρ0
[
(1−D)
(Λ
2
− 3G∆p
)
+
Y βD+1
SβD
]
)
∂∆ǫ¯
=
− ηQT∆p
cvρ0
([
(1−D)
(Λ
2
− 3G∆p
)
+
Y βD+1
SβD
]∂(1 + tr(ǫ¯))
∂∆ǫ¯
+
(1 + tr(ǫ¯))
∂(
[
(1−D)
(Λ
2
− 3G∆p
)
+
Y βD+1
SβD
]
)
∂∆ǫ¯
)
=
− ηQT∆p
cvρ0
([
(1−D)
(Λ
2
− 3G∆p
)
+
Y βD+1
SβD
]
1¯+
(1 + tr(ǫ¯))
[
(1 −D)
(Λ,∆ǫ¯
2
)
+ (βD + 1)
(Y
S
)βD
Y,∆ǫ¯
])
(D.38)
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Ape´ndices E
Superficie de Plastificacio´n tipo J2
El tensor de tensiones puede descomponerse en su parte desviadora y en su parte esfe´rica
como se indica en E.1.
σ¯ = σ¯D + σ¯esf (E.1)
donde σ¯esf se define como:
σ¯esf = 1¯
σii
3
= 1¯σH (E.2)
Conforme a la descomposicio´n expresada en E.1, la representacio´n en el espacio de las ten-
siones principales de un estado de carga σ¯ puede representarse como la suma de un vector σ¯D
situado en el plano π o plano desviador mas el vector σ¯esf perpendicular a dicho plano y de
longitud igual a un tercio de la traza de σ¯ (
σii
3
= σH) como se muestra en la figura E.1. Por
otro lado, en el caso de no considerar el endurecimiento cinema´tico, la superficie de plastificacio´n
que establece la plasticidad de tipo J2 se puede expresar como:
σY (p, p˙, T, ...) =
√
3
2
σ¯D : σ¯D (E.3)
que expresada segu´n las componentes principales del tensor de tensiones queda:
σY (p, p˙, T, ...) =
√
3
2
((σ1 − σH)2 + (σ2 − σH)2 + (σ3 − σH)2) (E.4)
Para un valor dado de σY , el corte de la superficies definida por la relacio´n E.4 con el plano
π, donde σH = 0, corresponde a un c´ırculo con centro en el origen del espacio de tensiones.
Teniendo en cuanta la descomposicio´n expresada en E.1 y la expresio´n de la superficie de plas-
tificacio´n E.3 o E.4 en la que la componente esfe´rica no tiene ninguna contribucio´n, se puede
comprobar que la superficie de plastificacio´n corresponde a un cilindro circular cuyo eje pasa
por el origen y tiene su eje perpendicular al plano π o plano desviador como se muestra en la
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' / 
C't + <12 +03 = Q 
Fig ura E.1 : D escomposic ión de la t e ns ión e n s us p artes desviadora <JD y esfé rica<Je•f 
figura E.2. Los estados tensionales situados en el interior del cilindro corresponde a estados ele 
carga elásticos. 
Cuando se incorpora el endurecimiento cinemático en el modelo constitutivo, el criterio ele 
plastificación J2 varía su expresión tomando la forma siguiente: 
(E.5) 
Donde se ha. tenido en cuenta que i:fb es un tensor desviador según se indica en 3.4.3.2 Ecua-
ciones del Endurecimiento Cinemático. 
Sea R la matriz de cambio ele ejes ortogonal que permite expresar el tensor i:f - i:fb en sus 
ejes principales. De esta manera se tiene: 
o 
(E.6) 
Donde el superíndice *R hace referencia a su representación en los ejes asociados a la trans-
formación R . Aplicando este cambio ele ejes de forma independiente a a y a i:fb y descomponiendo 
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normal al plano 11' 
plano desviador o plano 11' 
17¡ + 0-2 + 173 = 0 
Figura E. 2: Superfic ie de plastificación según e l criterio de plastificación de tipo J2 
representado e n e l espacio de las t ensiones principales 
el resultado en su parte diagonal *D y su parte con diagonal nula *DN se tiene: 
D:;.RT -R+-R 
n.u = ªD ªDN (E.7) 
(E.8) 
Teniendo en cuenta que E.6 es una matriz diagonal y la descomposición hecha en E. 7 y E.8 
se llega a a[;N = - a15N y por tanto se puede decir que a ~ab R = af5 - a[;. Por otro lado, 
dado que ab es un tensor desviador, también lo es a(:v + a(:vN y como afv,v tiene por definición 
su traza nula, entonces afo también es un tensor desviador situado en el plano 1r. De manera 
similar la traza de iJ es igual que la traza de iJ~ + iJ~N y como por definición la traza de a~N 
es nula, entonces la traza de afj es igual a la traza de iJ. El tensor a15 puede descomponerse en 
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su parte esferica y su pa1te desviadora, como se muestra en la figura E.3, de manera que: 
- R _ -R -R _ -DR + - esfR - R _ 
ª - ªb - aD - abo - aD ªD - abo-
( aR - aR o o )-D1 bo1 aR - aR o o D2 bo2 R R o o aD3 - abo3 
( 
R ¡R 
) 
aD + a es - aR o o D1 D1 bo1 
DR esJR R o ªD2 +aD2 - abo2 o (E.9) 
o o DR esJR R ª D3 + ª D3 - ª b o3 
,,,•' 
u",,/ 
.·<·-",uf:" 
o•--• ,;;.·· '. 
UD ..JTt,:,0 .. ' , 
nor~I al plano ,r 
/ ufu --- · .. · .. 
/ --qf 
plano desviador o plano 1r 
Figura E .3 : D escomposición del tensor <r :nb R. en sus partes desviadora a-f( -a{:-
0 
y esférica 
- esfR 
<lD 
Con a;[R = a;;R = a;fR = aH, Conforme a la descomposición expresada en E.9, la represen-
tación en el espacio de las tensiones principales de un estado de carga a ~ab R puede representarse 
como la resta de dos vectores aft - ai situados en el plano 1r o plano desviador mas un vector 
a~¡R perpendicular a dicho plano y de longitud igual a un tercio ele la traza ele a como se 
muestra en E.3. 
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En los ejes principales de a ~ab R la superficie de plastificación dada por E.5 queda: 
ay(p, p, T , .. . ) = 
~((aR _ aesfR _ aR )2 + (aR _ a esfR _ aR )2 + (aR _ a esfR _ aR )2) = 
2 D1 D1 bv1 D2 D2 bn2 D3 D3 bv3 
3 (( DR R )2 ( DR R )2 ( DR R )2 2 ªDi - ªbv
1 
+ ªDz - ªbv2 + ªD3 - ªbv3 (E.10) 
Para un valor dado ele ay , el corte de la superficies definida por la relación E.10 con el plano 
1r, donde ªH = O, corresponde a un círculo con centro en el punto ( abR , abR , a bR ) del espacio de 
D1 D2 D3 
tensiones. De manera similar a lo explicado anteriormente, se puede comprobar que la superficie 
de plastificación cuando se considera el endurecimiento cinemático corresponde a un cilindro 
circular cuyo eje pasa por el punto ( af!
1
, af:v
2
, af:v
3
) del plano 1r y tiene su eje perpendicular a 
dicho plano como se muestra en la figura E.4. 
na rna/ •I plano ~ 
plano dewiador o plan -:t" 
af + t1f + af : O 
Figura E.4:- Superficie de plastificación según e l crite rio de plastificación de tipo 12 
representado en e l espacio de las tensiones princ ipa les ele (J ~(Jb 
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